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Programme

héemes d'étude

» Modéles définis par une fonction d'une variable Dans le manuel

Problémes possibles

— Modeéles issus de contextes géométriques (expression de distance, d'aires, de volumes en fonction d’un parameétre),
physiques, biologiques, économiques (fonctions de colit, cotit marginal, cott moyen).

— Etudes de variations, résolutions déquation, optimisation dans des configurations géométriques, physiques, économiques,
etc.

Contenus associés

— Continuité, théoréme des valeurs intermédiaires. m
— Fonction dérivée. Sens de variation. Extremums.

— Fonctions de référence.

— Convexité.

— Statistique a deux variables.

Exemple d'algorithme

— Résolution d'équations par balayage, par dichotomie.

o MOdéleS d'éVOIUtiOI'I Dans le manuel

Problémes possibles

— Evolution d’un capital, amortissement d’une dette.

— Loi de décroissance radioactive : modéle discret, modéle continu.

— Décharge, charge d’un condensateur, a partir de I'équation différentielle.

— Loi de refroidissement de Newton (modéle discret).

— Chute d'un corps dans un fluide visqueux.

— Dynamique des populations : modéle de Malthus (géométrique), modéle de Verhulst (logistique) discret
N¢yq =N+ Nk —N,), ou continu:y’=ay(b - y).

— Modeéle proie prédateur discrétisé : évolution couplée de deux suites récurrentes. m
Contenus associés

— Suites récurrentes.

— Suites géométriques. Fonction exponentielle.

— Suites arithmético-géométriques. Equation différentielle y’ = ay + b.
— Limites.

Exemples d'algorithme

— Calcul des termes d’une suite.

— Recherche de seuils.

— Méthode d’Euler.

= Approche historique de la fonction logarithme Dans le manuel

Problémes possibles

— Le développement des besoins pratiques de calcul, notamment pour I'astronomie ou la navigation conduit a la recherche
de méthodes facilitant multiplication, division, extraction de racine. Influence des tables trigonométriques.

— Lien entre suites arithmétiques et géométriques (depuis Archiméde). Construction de tables d'intéréts.

— Les travaux de Neper. Le passage du discret au continu.

— Vision fonctionnelle f(xy) = f(x) + f(y) plus tardive.

— Quadrature de I'hyperbole, probléme des sous-tangentes constantes. m
Contenus associés

— Suites arithmétiques, suites géométriques.

— Fonction logarithme.

— Calcul intégral.

Exemples d'algorithme

— Algorithme de Briggs.

— Approximation de In 2 par dichotomie selon I'algorithme de Brouncker.

s Calculs d'aires Dans le manuel

Problémes possibles

— Quadrature de la parabole par la méthode d’Archimede.

— Quadrature de I'hyperbole par une ou deux méthodes (Brouncker, Grégoire de Saint-Vincent).

— Approximation de l'aire sous la courbe de la fonction exponentielle sur [0, 1] par la méthode des rectangles.
— Estimation de l'aire sous une courbe par la méthode de Monte-Carlo.

— Approximation de m et aire d’'un disque.

Contenus associés

— Limites de suites.
— Intégrale d'une fonction continue et positive.
— Primitives.

— Continuité et dérivation.

— Probabilités.

Exemples d'algorithme

— Calcul d'un terme de rang donné d’une suite.
— Recherche d’une valeur approchée de précision donnée.




Thémes d'etude

» Répartition des richesses, inégalités

Dans le manuel

Problémes possibles

— Courbe de Lorenz : sur des données réelles, présentation, définition, lecture, construction d’une ligne polygonale a partir
des quantiles, interprétation. Modélisation par la courbe représentative d'une fonction continue, croissante, convexe de [0, 1]
dans [0, 1] et ayant 0 et 1 comme points fixes. Position par rapport a la premiére bissectrice.

— Indice de Gini : définition, calcul, interprétation comme mesure du degré d'inégalité d'une répartition. Comparaison de
plusieurs répartitions. Evolution de l'indice sur une période.

Contenus associés

— Statistique descriptive : caractéristiques de dispersion (médiane, quartiles, déciles, rapport interdécile).

— Fonctions d'une variable.

— Convexité.

— Calcul intégral.

(ine €

s Inférence bayésienne

Dans le manuel

Problémes possibles

—Tests binaires pour le diagnostic médical. Notion de vrais/faux positifs et négatifs, sensibilité, spécificité, valeurs prédictives
positive (diagnostique) et négative, lien avec les probabilités conditionnelles. Tests de dépistage de sensibilité et de spécificité
données : étude des valeurs prédictives en fonction de la proportion de malades et interprétation.

— Exemples de probléemes du type : « De quelle urne vient la boule ? ».

Contenus associés

— Probabilités conditionnelles, inversion du conditionnement, formule de Bayes.

— Etude de fonction.

» Répétition d'expériences indépendantes, échantillonnage

Dans le manuel

Problémes possibles

—Tirages aléatoires avec remise d'une boule dans une urne contenant des boules de deux couleurs différentes. Simulations.
Calculs de probabilité.

— Test d'une piece, par construction d'un intervalle | centré en n/2 tel que P(X € I) = 1 — o ou X est une variable aléatoire

1
suivant la loi binomiale %(n , E)

— Surréservation. Construction d'un intervalle | de la forme [0, k] tel que P(X € I) = 1 — o. ou X est une variable aléatoire
suivant la loi binomiale %&(n, p).
— Sondages par échantillonnage aléatoire simple. Fourchette de sondage. Réflexion sur la réalisation effective d’'un sondage
et les biais possibles (représentativité, sincérité des réponses, etc.).
— Démarche des tests d’hypothése et de I'estimation. Les observations étant vues comme un échantillon aléatoire
d'expériences régies par une loi inconnue (a découvrir), il s'agit de confronter une modélisation théorique proposée avec les
résultats mesurés. Une bonne adéquation peut permettre de valider a priori le modele (avec un certain degré de confiance),
tandis que l'observation dévenements donnés avec une probabilité trés faible dans le modéle peut conduire a rejeter le
modeéle et a en chercher un autre.
Contenus associés
— Epreuve et loi de Bernoulli.
— Schéma de Bernoulli et loi binomiale.
— Lois uniformes discrétes et continues sur [0, 1]
Exemples d'algorithme
— Dans le cadre de la loi binomiale : calcul de coefficients binomiaux (triangle de Pascal), de probabilités ; détermination d’'un
intervalle | pour lequel la probabilité P(X € ) est inférieure a une valeur donnée o, ou supérieure a 1 — c.
— Simulation avec Python d’une variable aléatoire (de la loi de Bernoulli, d'une loi uniforme discréte, etc.) d'un échantillon
de taille n d’une variable aléatoire. Fonction Python renvoyant une moyenne pour un échantillon. Série des moyennes pour
N échantillons de taille n d’'une variable aléatoire d’espérance L et d'écart-type c. Calcul de I'écart-type s de la série des

c

Jn

moyennes des échantillons observés, a comparer a . Calcul de la proportion des cas ou I'écart entre la moyenne m et 1 est

ki
inférieur ou égal a 0 sua ks, pour k=2 ou k= 3.
Jn

» Temps d'attente

Dans le manuel

Problémes possibles

— Durée de vie d'un atome radioactif. Discrétisation d’une variable aléatoire suivant une loi exponentielle.
— Exemples de modélisation par une variable aléatoire suivant une loi géométrique ou exponentielle : durée entre deux
appels téléphoniques, durée de vie d'un composant électronique, période de retour de crue, etc.

— Utilisation de la loi uniforme. Temps d'attente a un arrét de bus, paradoxe de I'inspection.

Contenus associés

— Lois a densité.

— Loi géométrique, loi exponentielle.

— Absence de mémoire, discréte ou continue.

Exemples d'algorithme

— Simulation d’une variable aléatoire de loi géométrique a partir du schéma de Bernoulli.

— Simulation d'une loi exponentielle a partir d'une loi uniforme.

— Demi-vie d’'un échantillon de grande taille d'atomes radioactifs.
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Programme

Thémes d'etude

» Corrélation et causalité Dans le manuel

Problémes possibles

— Etablissement de la loi d’Ohm.

— Loi de désintégration radioactive.

— Evolution de la température et des émissions de gaz a effet de serre dans le cadre du réchauffement climatique.

— Loi de Moore.
.. Théme

Contenus associés g

— Fonctions usuelles.

— Représentations graphiques.

— Minimum d’une fonction trinéme.
— Séries statistiques a deux variables.

» Suites numériques, modéles discrets Dans le manuel

Contenus

— Approche intuitive de la notion de limite, finie ou infinie, d’'une suite, des opérations sur les limites, du passage a la limite
dans les inégalités et du théoreme des gendarmes.

— Limite d’une suite géométrique de raison positive.

— Limite de la somme des termes d'une suite géométrique de raison positive strictement inférieure a 1.

— Suites arithmético-géométriques.

Capacités attendues

— Modéliser un probléme par une suite donnée par une formule explicite ou une relation de récurrence.

— Calculer une limite de suite géométrique, de la somme des termes d’une suite géométrique de raison positive

et strictement inférieure a 1.

- Représenter graphiquement une suite donnée par une relation de récurrence u,,, = f(u,) ou fest une fonction continue
d’un intervalle | dans lui-méme. Conjecturer le comportement global ou asymptotique d’une telle suite.

— Pour une récurrence arithmético-géométrique : recherche d’une suite constante solution particuliére ; utilisation de cette
suite pour déterminer toutes les solutions.

Démonstrations possible

— Limite des sommes des termes d’une suite géométrique de raison positive strictement inférieure a 1.

Exemples d'algorithme

— Recherche de seuils.

— Pour une suite récurrente u,, , = f(u,), calcul des termes successifs.

— Recherche de valeurs approchées de constantes mathématiques, par exemple 7, In 2, V2.

» Fonctions : continuité, dérivabilité, limites, représentation graphique Dans le manuel

Contenus

— Notion de limite. Lien avec la continuité et les asymptotes horizontales ou verticales. Limites des fonctions de référence
(carré, cube, racine carrée, inverse, exponentielle, logarithme).

—Théoreme des valeurs intermédiaires (admis). Cas des fonctions strictement monotones.

— Réciproque d’une fonction continue strictement monotone sur un intervalle, représentation graphique.

— Fonction logarithme népérien : réciproque de la fonction exponentielle. Limites, représentation graphique. Equation
fonctionnelle. Fonction dérivée.

— Fonction dérivée de x> flax + b), x — ™, x+— Inu(x), x — u(x)2

Capacités attendues

— Calculer une fonction dérivée, calculer des limites. Dresser un tableau de variation.

— Dans le cadre de la résolution de probléme, utiliser le calcul des limites, I'allure des courbes représentatives des fonctions
inverse, carré, cube, racine carrée, exponentielle et logarithme.

— Exploiter le tableau de variation pour déterminer le nombre de solutions d’'une équation du type f(x) = k, pour résoudre
une inéquation du type f(x) < k.

— Déterminer des valeurs approchées, un encadrement d’une solution d’'une équation du type f(x) = k.

— Utiliser I'¢quation fonctionnelle de I'exponentielle ou du logarithme pour transformer une écriture, résoudre une équation,
une inéquation.

— Utiliser la relation Ing" = nln g pour déterminer un seuil.

Démonstrations possibles

— Relations In(ab) =Ina+Inb,In (l) =-Ina.
a

— Calcul de la fonction dérivée du logarithme, en admettant sa dérivabilité.

— Calcul de la fonction dérivée de Inu, de exp u.

Exemples d’algorithme

— Méthodes de recherche de valeurs approchées d'une solution déquation du type f(x) = k : balayage, dichotomie, méthode
de Newton.

— Algorithme de Briggs pour le calcul de logarithmes.




» Primitives et équations différentielles

Dans le manuel

Contenus

— Sur des exemples, notion d'une solution d'équation différentielle.

— Notion de primitive, en liaison avec I'équation différentielle y” = f. Deux primitives d'une méme fonction continue

sur un intervalle différent d’'une constante. Exemples.

— Equation différentielle y’= ay + b, ou a et b sont des réels ; allure des courbes.

Capacités attendues

— Vérifier qu’une fonction donnée est solution d’une équation différentielle.

— Déterminer les primitives d’une fonction, en reconnaissant la dérivée d’'une fonction de référence ou une fonction de la

u
forme 2uu’ eYu’ ou —.
u

— Résoudre une équation différentielle y” = ay. Pour une équation différentielle y” = ay + b : déterminer une solution
particuliére constante ; utiliser cette solution pour déterminer la solution générale.

Démonstrations possibles

— Deux primitives d’'une méme fonction continue sur un intervalle différent d’'une constante.

— Résolution de I'équation différentielle y” = ay.

Exemples d'algorithme

— Sur des exemples, résolution approchée d’une équation différentielle par la méthode d’Euler.

s Fonctions convexes

Dans le manuel

Contenus

— Dérivée seconde d'une fonction.

— Fonction convexe sur un intervalle : définition par la position relative de la courbe représentative et des sécantes,
équivalence admise, lorsque fest dérivable, avec la position par rapport aux tangentes.

— Caractérisation admise par la croissance de f” la positivité de f”.

— Point d'inflexion.

Capacités attendues

— Reconnaitre sur une représentation graphique une fonction convexe, concave, un point d'inflexion.

— Etudier la convexité, la concavité, d’une fonction deux fois dérivable sur un intervalle.

= Intégration

Dans le manuel

Contenus

— Définition de I'intégrale d’une fonction continue et positive sur [a, b] comme aire sous la courbe. Notation jbf(x)dx.
Relation de Chasles. a

— Valeur moyenne d’une fonction continue sur [a, b]. Approche graphique et numérique. La valeur moyenne est comprise
entre les bornes de la fonction.

— Approximation d’une intégrale par la méthode des rectangles.

— Présentation de I'intégrale des fonctions continues de signe quelconque.

—Théoréme : si fest continue sur [a, b], la fonction F définie sur [a, b] par F(x) = fo(t)dt est dérivable sur [a, b] et a pour
dérivée f. a

— Calcul d'intégrales a I'aide de primitives : si F est une primitive de f, alors I:f(x)dx = F(b) — F(a).

Capacités attendues

— Estimer graphiquement ou encadrer une intégrale, une valeur moyenne.

— Calculer une intégrale, une valeur moyenne.

— Calculer I'aire sous une courbe ou entre deux courbes.

— Interpréter une intégrale, une valeur moyenne dans un contexte issu d’une autre discipline.

Démonstration possible

— Dérivée de x+— _[:f(t)dt lorsque f est une fonction continue positive croissante.

Exemples d'algorithme
— Méthode des rectangles, des trapezes.
— Méthode de Monte-Carlo pour un calcul d'aire.

Programme



Programme

et statisti

s Lois discrétes Dans le manuel

Contenus

— Loi uniforme sur {1, 2, ..., n}. Espérance.

— Epreuve de Bernoulli. Loi de Bernoulli : définition, espérance et écart-type.

— Schéma de Bernoulli. Représentation par un arbre.

— Coefficients binomiaux : définition (nombre de fagons d'obtenir k succés dans un schéma de Bernoulli de taille n), triangle
de Pascal, symétrie.

— Variable aléatoire suivant une loi binomiale &(n, p). Interprétation : nombre de succes dans le schéma de Bernoulli.
Expression, espérance et écart-type (admis). Représentation graphique.

— Loi géométrique : définition, expression, espérance (admise), représentation graphique et propriété caractéristique (loi sans
mémoire).

Capacités attendues

— Identifier des situations ou une variable aléatoire suit une loi de Bernoulli, une loi binomiale ou une loi géométrique.

— Déterminer des coefficients binomiaux a I'aide du triangle de Pascal.

— Dans le cas ou X suit une loi binomiale, calculer a I'aide d’une calculatrice ou d'un logiciel, les probabilités des événements
de type P(X = k) ou P(X < k), etc. Calculer explicitement ces probabilités pour une variable aléatoire suivant une loi
géométrique.

— Dans le cas ou X suit une loi binomiale, déterminer un intervalle | pour lequel la probabilité P(X € |) est inférieure a une
valeur donnée o, ou supérieurea 1 — o

— Dans le cadre de la résolution de probléme, utiliser I'espérance des lois précédentes.

— Utiliser en situation la caractérisation d’une loi géométrique par I'absence de mémoire.

— Calculer des probabilités dans des situations faisant intervenir des probabilités conditionnelles, des répétitions
d'expériences aléatoires.

Démonstrations possibles

— Espérance et écart-type d’'une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli.

— Espérance d'une variable aléatoire uniforme sur{1,2, ..., n}.

— Espérance d'une variable aléatoire suivant une binomiale (n < 3).

— Caractérisation d’une loi géométrique par I'absence de mémoire.

s Lois a densité Dans le manuel

Contenus

— Notion de loi a densité a partir d'exemples. Représentation d'une probabilité comme une aire. Fonction de répartition
x—>PX<x)

— Espérance et variance d’une loi a densité, expressions sous forme d'intégrales.

— Loi uniforme sur [0, 1] puis sur [a, b]. Fonction de densité, fonction de répartition. Espérance et variance.

— Loi exponentielle. Fonction densité, fonction de répartition. Espérance, propriété d’absence de mémoire.

Capacités attendues

— Déterminer si une fonction est une densité de probabilité. Calculer des probabilités.

— Calculer I'espérance d'une variable aléatoire a densité.

Exemples d'algorithme

— Simulation d’une variable de Bernoulli ou d'un lancer de dé (ou d’une variable uniforme sur un ensemble fini) a partir d'une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

— Simulation du comportement de la somme de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

» Statistique a deux variables quantitatives Dansle manuel

Contenus

— Nuage de points. Point moyen.

— Ajustement affine. Droite des moindres carrés. Coefficient de corrélation.

— Ajustement se ramenant par changement de variable a un ajustement affine.

— Application des ajustements a des interpolations ou extrapolations.

Capacités

— Représenter un nuage de points.

— Calculer les coordonnées d’un point moyen.

— Déterminer une droite de régression, a I'aide de la calculatrice, d’'un logiciel ou par calcul.
— Dans le cadre d’une résolution de probléme, utiliser un ajustement pour interpoler, extrapoler.
Démonstration possible

— Droite des moindres carrés.




Algorithmique et programmation

Dans le manuel

La démarche algorithmique est, depuis les origines, une composante essentielle de I'activité mathématique. Au collége,

en mathématiques et en technologie, les éléves ont appris a écrire, mettre au point et exécuter un programme simple.

Les classes de seconde et de premiére ont permis de consolider les acquis du collége (notion de variable, type, de variables,
affectation, instruction conditionnelle, boucle notamment), d’introduire et d'utiliser la notion de fonction informatique

et de liste. En algorithmique et programmation, le programme de mathématiques complémentaires reprend les programmes
des classes de seconde et de premiére sans introduire de notion nouvelle, afin de consolider le travail des classes précédentes.
Les algorithmes peuvent étre écrits en langage naturel ou utiliser le langage Python. On utilise le symbole « «— » pour
désigner I'affection dans un algorithme écrit en langage naturel. L'accent est mis sur la programmation modulaire qui permet
de découper une tache complexe en taches plus simples. L'algorithmique trouve naturellement sa place dans toutes

les parties du programme et aide a la compréhension et a la construction des notions mathématiques.

Tous
les chapitres

Vocabulaire ensembliste et logique

Dans le manuel

L'apprentissage des notations mathématiques et de la logique est transversal a tous les chapitres du programme. Aussi,
il importe d'y travailler d'abord dans des contextes ou ils se présentent naturellement, puis de prévoir des temps ou les
concepts et types de raisonnement sont étudiés, apres avoir été rencontrés plusieurs fois en situation. Les éléeves doivent

— mobiliser un contre-exemple pour montrer qu’une proposition est fausse ;

— formuler une implication, une équivalence logique, et a les mobiliser dans un raisonnement simple ;

— formuler la réciproque d’une implication ;

— lire et écrire des propositions contenant une quantification universelle ou existentielle (les symboles V et 3 ne sont pas
exigibles). Le symbole de somme X est utilisé pour écrire concisément certaines expressions, mais son emploi comme outil de
calcul n'est pas un objectif du programme.

connaitre les notions d’élément d'un ensemble, de sous-ensemble, d'appartenance et d’inclusion, de réunion, d’intersection Dicomaths
et de complémentaire, et savoir utiliser les symboles de base correspondant : €, C, N, U, ainsi que la notation des ensembles
de nombres et des intervalles. lls connaissent également la notion de couple. Pour le complémentaire d’un sous-ensemble A
deE, on utilise la notation des probabilités A, ou la notation E\ A.
Les éléves apprennent en situation a :
— reconnaitre ce qu'est une proposition mathématique, a utiliser des variables pour écrire des propositions mathématiques ;
— lire et écrire des propositions contenant les connecteurs « et », «ou » ;
— formuler la négation de propositions simples (sans implication ni quantificateurs) ; T
ous

les chapitres

Programme



PARTIE

Analyse

Archiméde de Syracuse Bonaventure Cavalieri Grégoire de St Vincent
(287-212 av. J .-C) (1598-1647) (1584-1667)

‘ A \
Au e siecle avant J.-C., Archiméde s'intéresse Au xvie siécle, Cavalieri invente une €n 1647, Grégoire de Saint-
a différents problémes de mesures : longueur méthode de calcul d'aire et de volume Vincent utilise la méthode
du cercle (probléme de rectification), portant son nom, ou méthode des d’exhaustion pour tenter
quadrature de la parabole, cubature des solides. = indivisibles (d&ja énoncée par Liu-Hui de résoudre le probléme
Au cours des x¢ et X siécles, Ibn al-Haytham en 263 pour le calcul du volume d’un de la quadrature du cercle.
énonce les lois de la démarche scientifiques et cylindre) et trés utilisée par la suite Ala méme époque des
calcule le volume d'un paraboloide. par Roberval, Torricelli et Pascal. scientifiques tels que
& 4 Dicomaths Fileas 1 £ 4 Dicomaths 1" Fermat, Huygens, Pascal

Mon parcours au lycée

© ©

Dans les classes précédentes En Terminale générale

e J'ai étudié des fonctions de références e Je vais étudier la limite d'une suite
(polynomiales, homographiques, numérique et approfondir mes
exponentielles et trigonométriques), le connaissances sur les fonctions :
concept de dérivée et ses applications limites, continuité, compléments sur la
quand aux variations d’une fonction. dérivation, convexité.

e Je vais découvrir la fonction
logarithme ainsi que le lien entre
primitives et intégrales.

12



Chapitre || Suites et modéles discrets .................................... p. 14
Chapitre “ Limitesetcontinuité........................................... p. 40
Chapitre - Convexite........................... p. 68
Chapitre| . Fonction logarithme népérien................................ p. 90
Chapitre| - Primitives et équations différentielles ..................... p. 112
Chapitre| © Calculintégral .......................coiiiiiii, p. 138
Isaac Barrow Isaac Newton Joseph Louis Lagrange Augustin Louis Cauchy
(1630-1677) (1703-1727) (1736-1813) (1789-1857)

A \ A A
et Barrow montrent que les Au début du xvie €n 1797, Lagrange publie €n 1821, Cauchy -
problémes des aires et des siécle, la querelle sa Théorie des fonctions définit dans son Cours
tangentes sont inverses entre Newton et analytiques dans laquelle d’Analyse la notion de
I'un de 'autre. En cela, ils Leibniz concernant la il présente le calcul des limite et propose un
montrent le lien entre calcul découverte du calcul variations d’Euler et cadre plus rigoureux
intégral et dérivation. infinitésimal fait rage. les ajouts effectués par du calcul différentiel.
s IR p. 294 p. 297 o p. 297 Legendre et lui-méme. B4 Dicomaths YPLe1N

Y Dicomaths PP

Domaines professionnels

Un-e économiste utilisera la convexité afin de déterminer le moment ou il y a accélération d'une
production. Il résoudra également des équations différentielles pour étudier la loi de l'offre
et de la demande concernant un produit.

Un-e concepteur-trice de manéges a sensations fortes utilisera dérivation et convexité

pour prévoir la vitesse et I'accélération de la cabine en différents endroits du parcours.

Un-e conseiller-ére) bancaire utilisera les suites numériques pour calculer les intéréts
d’un prét, d’'une épargne.

Un-e épidémiologiste modélisera I'évolution de certaines maladies par des fonctions.
Un-e physicien-ne utilisera également les primitives et les intégrales pour déterminer

des équations horaires de mouvement a partir de I'accélération d’un solide.




I © VIDEO WEB

80 % de poissons en moins
dans la baie de Somme
lienmini.fr/maths-c01-01

Plusieurs facteurs interviennent, comme la reproduction EfLEE

des poissons ou 'homme a travers notamment la péche. %% o
Comment le nombre de poissons (=

dans I'étang évolue-t-il ? p. 35

D ans un étang, la population de poissons fluctue
au cours du temps.

W



[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c01-02 S é Sdlim ath

Utiliser des pourcentages

1. Un article coGte 30 €. Son prix subit une augmentation de 10 %.
Quel est le nouveau prix de l'article ?

2. On s'intéresse a |'évolution de la population d’un village.

Année 2020 2021

Nombre d’habitants 3500 4025

Quel est le taux d'évolution en pourcentage du nombre d’habitants
entre 2020 et 2021 ?

Calculer les termes d’une suite définie

par une formule explicite

1. Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par u,=3"-1.
a) Calculer u,,

b) Calculer Us. s
n+

2. Soit (v,) la suite définie pour tout n € N par V,= .
n+

a) Calculer v,,.
b) Calculer v,

Calculer les termes d’une suite définie

par une relation de récurrence

1. Soit (u,) la suite définie par u, = 3 et pour toutn €N, u
Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,,).

n+1:2un_1'

2. Soit (v,) la suite définie par vo=-2etpourtoutn € N, v
Calculer les quatre premiers termes de la suite (v,).

n+1=vn+n.

Utiliser les suites arithmétiques

Soit (u,) la suite définie par u, = 5 et pour toutn € N, u
a) Déterminer la nature de la suite (u,).

b) Donner I'expression de u, en fonction de n.

¢) Calculer u,,.

n+1=un_3

Utiliser les suites géométriques

Soit (v,)) la suite définie parv, =3 et pourtoutn €N, v, ,
a) Déterminer la nature de la suite (v,).

b) Donner I'expression de v, en fonction de n.

¢) Calculer v,

=2v,

Calculer des sommes

1. Calculer les sommes suivantes.

a)l1+2+3+...+50

b)1+2+22+... 4212

2. Soit (u,,) une suite géométrique de raison -3 et de premier terme u, = 2.
Calculer la somme des 10 premiers termes de la suite (u,)).

1 - Suites et modéles discrets




Activites

Y

Introduire la notion de limite d'une suite

A » Premiére étude de cas

On s'intéresse au nombre d’abonnés d’'une plate-forme de streaming de musique
en France. En 2020, on compte 30 000 abonnés a la plate-forme.

Chaque année, 90 % des abonnés se réabonnent, et il y a 10 000 nouveaux abonnés.

1. Déterminer le nombre d'abonnés en 2021 et en 2022.

2. 0n note u, le nombre d'abonnés en milliers en 2020 + n.
a) Donner les valeurs de u, u, et u,.
b) A l'aide de la calculatrice, calculer les valeurs de Usgr Usgr Ugg €L Usg

c) Représenter graphiquement la suite sur la calculatrice.
d) Que se passe-t-il pour les termes u, quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

B » Deuxieme étude de cas
On s'intéresse a l'évolution d'une population de singes dans une réserve naturelle. En 2020, il y a 100 singes
dans la réserve. Chaque année, la population de singes augmente de 10 % par rapport a I'année précédente.

1. Déterminer le nombre de singes en 2021 et 2022.

2. 0n note v, le nombre de singes en 2020 + n.

a) Donner la valeur de Vg Vq €LV,

b) A l'aide de la calculatrice, calculer les valeurs de Vaor V3or Vag €t Vs :

c) Représenter graphiquement la suite sur la calculatrice. St : -
tei ?

d) Que se passe-t-il pour les termes v, quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

3. Que peut-on penser de cette évolution ? “» Cours2p. 20
N\ J
| /
20‘3 min
- [ ] L d - [ ] [ ] \
Découvrir des propriéteés sur les limites
A » Théoréme de comparaison u, v,
On consideére la suite (un) définie par u,=n. 8T +
Soit (vn) une suite telle que pour toutn € N, v,=u,0Ona représenté 71 + 4+
graphiquement ci-contre la suite (un) en bleu et la suite (vn) en rouge. 61 + T +
1. Donner la limite de la suite (u,) quand n tend vers + . 5T +
2. Conjecturer la limite de la suite (v,). 4T T
3+ +
B » Théoreme des gendarmes ) o+ 4+ F
Soit (w,) la suite définie pour tout entier n = 1 par w, = . 1+ +

n
On veut étudier le comportement de la suite (w,) quand n tend vers + . |

1. Calculer les cing premiers termes de la suite (w,)).

. 1 1
2. En donnant un encadrement de (- 1)", montrer que pour tout entiern = 1,ona-—<sw_< —.

n
1 (1 n n
3. Représenter sur un méme graphique les suites (—;j (;j et (w,).

4, Donner la limite des suites (——) et (—) quand n tend vers + o,
n n

5. Al'aide du graphique, conjecturer la limite de la suite (w,) quand n tend vers + . > Cours 3 p. 22

16
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TICE 32=min

= ° ° - - °
B Etudier des suites geometriques

Dans la cuisine de Diane se trouve un fromage posé sur un plateau. Le fromage
est réservé pour Diane. Le premier jour, elle mange la moitié du fromage.
Puis, le deuxiéme jour, elle mange la moitié de ce qu'il reste. Et ainsi de suite.

1 DY . . . 1
On note u,, la part du fromage qu'elle mange le n-ieme jour. Ainsi u, = >

1. Déterminer la valeur de u, et us.

2. Quelle est la nature de la suite (u,) ? Donner l'expression de u,, en fonction de n.

3. On s'intéresse maintenant a la part totale du fromage mangée par Diane.
On note S, la part totale mangée par Diane entre le 1¢' jour et la fin du n-ieme jour.
Déterminer la valeur de Sy S,etSs.

4. On veut modéliser le probléme a I'aide d’'un tableur. 4 A B C
a) Recopier le tableau ci-contre dans un tableur 1 Jour up, S,
et compléter les cellules B2 et C2 avec leurs valeurs. 2 1
b) Quelle formule faut-il rentrer dans la cellule B3 ? 3 2

Et dans la cellule C3?
c) En étirant vers le bas, compléter les colonnes B et C.
d) Pour des grandes valeurs de n, de quelle valeur semblent se rapprocher les termes u,, ? Et les termes S, ?

u
Comparer cette valeur avec 1—1 ou g est la raison de la suite (u,).
-q

e) Diane peut-elle donner du fromage a sa sceur sans étre lésée par rapport a ce qu'elle prévoyait de manger ?
Y Cours 4 p.24
J

B
a4 .
TlCE 32' - m

Découvrir les suites arithmetico-geometriques

Un nouveau magazine arrive sur le marché en 2020. La premiére année (en 2020), 500 personnes s'abonnent au
magazine. On prévoit que chaque année, 80 % des abonnés renouvelleront leur abonnement et 200 nouvelles
personnes s'abonneront.

1. Déterminer le nombre d’abonnés en 2021 et en 2022.

2. 0n note u,, le nombre d’abonnés en 2020 + n.

a) Donner la valeur de Uy U, etu,.

b) Justifier que, pour toutn € N, u,.,=08u,+200.

c) La suite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ?

3. Résoudre I'¢quation x = 0,8x + 200. On notera x, la solution de I'¢quation.
4. Soit (v,) la suite définie par v, = u, - x,.

a) Calculer Vo Vas Vs

v, Vv

b) En calculant — et —2, conjecturer la nature de la suite (v).
v %

0 1

5. 0n veut démontrer la conjecture de la question précédente.

a) Exprimer v, _, en fonction de u,, , puis en fonction de u, et enfin en fonction de v,..

b) En déduire la nature de la suite (v,).

¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n puis celle de u, en fonction de n.

6. Quel sera le nombre d’abonnés en 2050 ? “» Cours 4 p. 24

1 - Suites et modéles discrets 17



Cours

o Définition et représentation graphique d’'une suite

Suite définie par une formule explicite

Définir une suite (u,) par une formule explicite, c'est donner I'expression de u,, en fonction de n.

(CRemarque

On peut calculer directement n'importe quel terme en remplagant n par le rang souhaité.

Exemple
La suite (u,) est définie pour toutn € N paru,=3n+1.

Onaalorsu,=3x0+1=1;u,;=3x20+1=61

Suite définie par une relation de récurrence

Définir une suite par une relation de récurrence, c'est donner un (ou plusieurs) premier(s) terme(s)
et une relation permettant de calculer un terme a partir d'un ou plusieurs termes précédents.

Exemple

La suite (u,) est définie par u,=-4 et pour toutn € Nparu,,, =3u, + 1.
Onau,=3uy+1=3x(-4)+1=-11.

Etu,=3u, +1=3x(-11)+1=-32.

Représentation graphique Un hy,
, : . \ . e +
Pour représenter graphiquement une suite dans un repére, on place les points :
de coordonnées (n; u,). 1,
3Tt
2T o
Exemple u, b
On considere la suite (u,) définie par u, =2n-1. L O
On la représente graphiquement comme ci-contre. f | é é
-10 1
Ve . . . _1 __u0
CEUICEM Représentation graphique d’une suite
avec une formule explicite ou une relation de récurrence
* Si la suite est définie par u,, = f(n), alors u, est I'ordonnée du point d’abscisse n
de la courbe représentative de la fonction f.
o Si la suite est définie par u,_, =f(u,), alors on construit les termes a l'aide
de la courbe représentative de la fonction fet de la droite d'équation y = x.
® Exemples
@ Siu,=fn) @siu,,,=flu,)
un u y =X
4 @ 5+ "
¢
! T e,
u'l 1 T E E u1 R e A e e R
7 AP A T S A i i
T U2 T = !
: I By :
10 1 2 3 4 5 HE | n
N 72 B T T T S S S S
~t Uz Uy Uy u,
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m Les rendez-vous

Meéthodes

lienmini fr/maths-c01-03 Sesamath E xe rc l C es

\‘S\Ode
En Modéliser avec une smte

Enoncé
Un lycée a 1 500 éléves inscrits le 1¢" septembre 2020. Chaque année, 30 % des anciens éléves ne se réinscrivent pas
etil y a 500 nouveaux éléves.

1. Combien y aura-t-il d'éléves inscrits au lycée le 1¢" septembre 2021 ?
2. Modéliser la situation a I'aide d’une suite.

il solution URPURRNRIINY _ Conseils & Méthodes NSRRI

30

o s o
1.1500 x (1 _ ﬁ) +500 21550 ﬂ ﬂ 30 % des éléves ne se réinscrivent pas. Cela correspond

a une baisse de 30 %. On multiplie donc par (1 - %J
ﬂ Il faut d’abord identifier ce que I'on veut modéliser :
ici le nombre d'éleves inscrits chaque année.

Iy aura donc 1 550 éléves inscrits le 1°" septembre 2021.

2. Soit (u, ) la suite correspondant au nombre d'éléeves
inscrits le 1°" septembre de I'année (2020 + n) ﬂ

uy = 1500 ﬂ et pour toutn € N,

30
U g =U x(]—m) 1500=0,7u, +1500 [

A vous de jouer ! |,

ﬂ u, est le nombre d'éleves inscrits en 2020 + 0, soit en 2020.

u,, estle nombre déleves inscrits en 2020 + netu,,,
le nombre en 2020 + (n + 1), c'est-a-dire I'année suivante.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000 0

e%00000c000000000000000000 0,
®ececccsccscccsscccscccscccccce

Nawal s'entraine pour un marathon. n Le 1¢" janvier 2020, Mirunan place 5 000 € sur
Le premier jour d'entrainement, elle court 1 km. Puis, un compte épargne. Chaque année, il dépose 2 000 €
chaque jour, elle décide d'augmenter sa distance de course supplémentaires sur le compte en juin. Et le 31 décembre,
de 10 % par rapport au jour précédent. la banque lui verse 2 % de la somme disponible sur
Modéliser la situation a I'aide d'une suite. le compte. Modéliser la situation a 'aide d’une suite.

) Exercices 32 a 34 p. 30
Sode
2 Représenter graphiquement une suite définie par une relation de récurrence

Enoncé
Représenter graphiquement les 5 premiers termes de la suite (u,) définie par u; = 6 et pourtoutn €N, u, . = —%un +2.

®e0eevcscssccve conseiIS&MéthOdes (AR R R R R NN RN NN

Pour toutn € N, onau,,; = flu,) avec f définie sur R

ﬂ Pour représenter graphiquement une suite définie
par une relation de récurrence (u,,, = f(u,)) on trace
la fonction f et la droite d'équation y = x. Il faut
ensuite représenter les termes de la suite un par un.

par f(x) = —%x +2.

On commence par tracer la fonction f et la droite

eeccccccccce
.
e00c0cccccce

d'équation y = x. Puis, on place uj, sur I'axe des abscisses. e eeeessecseesecsseeseessessessccsscssessscssessnonss
Pour obtenir la valeur de uy, on cherche I'image de u, par U y=x
la fonction f. 3T,
On obtient donc la valeur de u; sur I'axe des ordonnées. \Eu\ '
Pour continuer la représentation graphique, il faut avoir la valeur de u; sur I'axe Eu;; s N
des abscisses. u AT , Yon
Pour cela, on utilise la droite d'équation y = x. -51 u'31I ul4i ulzé érl\lsé\
Puis pour obtenir u,, on cherche I'image de u; par la fonction f. Et ainsi de suite. S 17 R B
E Représenter graphiquement les quatre premiers Représenter graphiquement les cing premiers termes
termes de la suite (u,) définie par u, = -8 et pour tout de la suite (u,) définie par u, = 6 et pour tout n € N,
u,,,=—u, +1 =_Z . -
nEN, Uy 4 N Upp1 == 3Un + 5. “> Exercices 35 437 p. 30

1 - Suites et modéles discrets 19



Cours

e Limite d'une suite

Suite ayant pour limite un nombre réel

Une suite (u,) a pour limite un réel £ quand n tend vers +, si les termes u,, deviennent tous aussi proches
de € que l'on veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,) converge vers £ et on note lim u, ={.
n—+x

Suite ayant pour limite l'infini

Une suite (u,) a pour limite + (respectivement - ) quand n tend vers +, si les termes u, deviennent
tous aussi grands (respectivement petits) que l'on veut en prenant n suffisamment grand.
On dit que (u,) diverge et on note lim u, =+ (respectivement lim u, =-)

n—+© n—+%

(CRemarque Certaines suites nont pas de limite, comme la suite (- 1) qui prend alternativement les valeurs — 1
et1.

Limite des suites de référence
« Les suites (v/n), (n) et (nk) avec k € N* tendent vers + quand n tend vers +,

1 1 1 *
o Les suites [—], (—] et (—k) avec k € N tendent vers 0 quand n tend vers + .
Jn)\n)"\n

Limites d'une somme et d’'un produit Limite d’un quotient

Soit (u,) et (v,) deux suites, et £ et €’ deux réels. Soit (u,) et (v,) deux suites, et £ et €’ deux réels.
(u,) (v,) (u,+v,) (U, xv,) (u,) (v,) u,
apour | apour a pour a pour apour | apour ~
limite | limite limite limite limite | limite a pour"Iimite
¢ 4 + {x ¢
4 0 #0 -
14
+oosi€ >0
—osif <0 +°
¢ 0
¢ e e indéterminée ou -
it=0
! o +osié>0
. —osif <0
—osi{ >0 {+0
¢ _ % +osif <0 o- —osif >0
indéterminée +oosif <0
si€=0
o v +oosi¢">0 ou ¢'=0"
+o0 + oo +0o0 +o0 —oosi¢’ <0 ou ¢'=0"
+oo — indéterminée —o w a -%si¢’>0 ou {'=0"
+oosi¢’ <0 ou ¢'=0"
- - - +® +oo +oo indéterminée
_o +00 indéterminée -~ 0 0 indéterminée
(CRemarques

Dans les deux tableaux précédents :
(1) indéterminée signifie que c'est une forme indéterminée, et quiil 'y a pas de propriété pour déterminer la limite.

(@) lim v, =07 (resp. 07) signifie que lim v, =0etquev,>0(resp.v, <0)a partir d'un certain rang.
n—+oo n—+o

20
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,Q;\‘S\Ode
2 Déterminer la limite d’'une suite

Enoncé
Déterminer la limite des suites suivantes quand n tend vers + .

a) (u,) définie paru, = n?+ 1 b) (v,) définie parv, = -5Jn-n3 ¢) (w,)) définie parw, = E
n n

m BB Conseils & Méthodes [N

a) lim n2 =+xet lim 1 0 donc lim u, =+ (par somme) ﬂ Pour déterminer la limite de cette suite

n—>+00 n—+en n—>+00 on essaye de décomposer la suite
b) lim Vn=+®et lim ~5=-5donc lim ~5vn = -2 (par produit) ﬂ comme somme de suites de référence.
n—+® n—+% n—+%
lim n3 =+ donc lim —n3=-wdonc lim v_=—-% (par somme) ﬂ Pour déterminer la limite de cette suite
n—>+% n—>+% o+

on essaye de décomposer la suite

e00ccccc0000000000000000000,

®e0000000000000000000000000e

¢) lim 2=2, lim n=+%, lim 3=3et lim 5=5 comme produit de suites de référence.
n—+% n—+% n—+% n—+0o i . o .
Donc lim 3n+5 =+ (par produit et somme) ﬂ ﬂ Pour déterminer la limite de cette suite
noe i on essaye de décomposer la suite
Denc ,,]_'Toown = 0 (par quotient) ﬂ comme quotient de suites de référence.

®e00000000000000000000000000000000000000 o

A vous de jouer ! |,

E] Déterminer la limite des suites suivantes quand n ﬂ Déterminer les limites suivantes.

. 1 . . 3
tend vers +o. 1 a) lim (_2_10] b) lim (—x—) c) lim -
a)un=n2+n—5 b)vn=n2\/ﬁ+2 c)w,,=—2 s n—+ee\ N ns+e\fn " n n—telqy 1

n —_—
n

) Exercices 38 a 40 p. 30
20de

2™ Lever une forme indéterminée

Enoncé

Déterminer la limite des suites suivantes quand n tend vers + .
2

a) (u,) définie paru, =n?-n b) (v,) définie parv, = %
n

m BN Conseils & Méthodes |

a) lim n? =+xet lim n=+%
n—+o n—+%

Donc on obtient une forme indéterminée « +0 — »

Pour lever une indéterminée,
on peut factoriser ou développer.
Pour lever une indéterminée

dans un quotient, on factorise
le numérateur et le dénominateur

Pour toutn € N,u, =nx(n-1)

lim n=+cet lim n—1=+% donc lim u =+ (par produit)

eececececcccccccee,
®ecc000000000000000

o e e ar le terme de plus haut degré
b) lim n? =+22, donc lim 4n? =+2 (par produit) et lim n+1=+e |, paretermedeplushautdears
n—+% n—+% n—+%
) i . 4%
Donc on obtient une forme indéterminée « — »
400
2
n° x4 nx4
Pour toutn €N, v, = — doncy = 7
nx|1+— 1+—
n n
lim n=+o%,donc lim nx4=+xet lim —=0donc lim 1+—=Tdonc lim v =+% (par quotient)
n—+o n—+%© n—+% N n—+% n n—>+%
A vous de jouer ! |,
Pour chaque suite suivante, montrer que I'on a une n Déterminer la limite des suites suivantes.
forme indéterminée et lever la forme indéterminée a l'aide 3n+1 2n
d’une factorisation. a)u, = 5h_2 b)v, = 1-n2
a) u, =-n3+2n? b)v,=n%*-3n+1

) Exercices 41a 44 p. 30

1 - Suites et modéles discrets 21
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Cours

e Limite et comparaison

Théoréme de comparaison

Soit (u,) et (v,) deux suites.

On suppose qu'il existe un entier n, tel que pour toutn=n,, u, <v,.

*Si lim u, =+xalors lim v, =+o.

n—+o n—+%
*Si lim v, =-alors lim u, =-co.
n—+o n—+%
® Exemples

@ Les suites (u,) et (v,) tendent vers +o.

Uy, Vn

10+ +
9+ + o+
8+ + +
7+ + o+
6+ + +
54—+
4+

3+—+——+

2+ +

1+
n

6 7 8

ol 1 2 3 4 5

Théoréme des gendarmes

Soit (u,), (v,)) et (w,) trois suites, et £ un réel.
On suppose que:

« il existe un entier naturel n, tel que
pour tout entier n = ngV,<Uu,sw,

e limv, = lim w, =¢

n—+w n—+w
Alors la suite (u,) converge et lim u =¢
n—+%
® Exemple

Sur le schéma suivant, on a représenté
la suite (u,) en turquoise, la suite (v,) en rose
et la suite (w,) en violet.

unvnwn
21+
H—+—+—

R S s S S S A
o1%;$i’=§?§
T
2+ +

Sur les schémas suivants, on a représenté (u,) en bleu et (v,) en rouge avecu, <v,.

(@ Les suites (u,) et (v,) tendent vers —<.
un Vn
14+
| | | | | | | | n
NEEERERER
-2+
3+ + +
-4+ + +
-5 ++ +
-6 + + +
-7 + +
-8 +—+
-9 +
Inégalités et limites
Soit (u,) et (v,) deux suites convergentes.
On suppose qu'il existe un entier naturel n,,
tel que pour tout entier n = n,,
un = Vn
Alors lim u, < lim v_
n—+x n—+%
¢ Exemple

Sur le schéma suivant, on a représenté
la suite (u,) en vert et la suite (v,) en orange.

un Vn
54 +
. | T +
= T + +
3__
24— JIC s e
4+
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Sode
Ea Utiliser le théeoreme de comparaison

Enoncé

1. Soit (u,) la suite définie sur N par u, = n + 2 X sin(n)
a) Montrer que pour toutn EN, u, =n-2
b) En déduire la limite de la suite (u,)

2. Soit v, la suite définie par v, =-n?-n + (- 1)". . .
Déterminer la limite de la suite (v,). FRRRRRONN _ Conseils & Methodes  JuuuuuNN

ll solution

1.a)Pourtoutn €N, -1 <sin(n) < 1

ﬂ Pour tout réel x, -1 < sin(x) < 1
et-1=<cosx)<1.
On ne peut pas déterminer directement

la limite de la suite (u,) en utilisant les
propriétés des opérations car la suite

Donc-2<2xsin(n) <2etdoncn-2<n+2xXsin(n) <n+2.

Pour toutn € N,u, =n-2

© 0000000000000 0000000000000000000 00000

3
]
]
]
3
]
]
]
3
]

On ne peut pas déterminer directement
]
]
]
3
]
]
3
3
3

,

b) lim n—2=-+, a (sin(n)) n'a pas de limite.
n—+
D'apres le théoréme de comparaison, nl_i:'fw“n S la limite de la suite (v,)) en utilisant les
2.-1<(-1)"<1 ) Donc-n2—n-1<-n2-n+(=1)"<-n2-n+1. propriétés des opérations car la suite
. . ((=1)™ n’a pas de limite.
Doncv. <-n?-n+1 [ Or lim n? =+, lim n=+»et lim 1=1 : ) ) o
" N>+ n—>+% N>+ uApres avoir encadré v,, on détermine la
Donc lim =n2 —n+1=—-o0, limite des deux suites de I'encadrement
LT , _ pour choisir quelle inégalité sera utilisée.
D'aprés le théoréme de comparaison, lim v, =~o
n—+%
E] Soit (u,) la suite définie sur N par u, = nzZ-5x(-1)". m Soit (v,) la suite définie sur N par v, = —\/F - cos(2n).
a) Montrer que pour toutn € N, u, = n?-5. a) Montrer que pour toutn € N, v, < -Jn+1.
b) En déduire la limite de la suite (u,). b) En déduire la limite de la suite (v,).
) Exercices 45a 46 p. 31
50de
5ﬂ Utiliser le theoréme des gendarmes
Enoncé

s e * _1 g . . P .
Soit (u,) la suite définie sur N" paru, =3+ Q Déterminer la limite de la suite (u,).
n

ll solution ORI Conseils & Méthodes RN

Pourtoutn € N, -1 < (1)< 1 ﬂ Diiie 1 < " < l . FOn ne peut pas déterminer directement
n n n .~ 'lalimite de la suite (u,) en utilisant les :
—I —I —I : s re s z . . :
Donc3— +<uy <3+-40r lim ~=0 ﬂ : proprletfes des opt.era.tlons car la suite :
n " n n—>+0 N . ((=1)" n'a pas de limite. :
1 1 : Onessaye donc d'abord d'encadrer la 3
donc lim 3-—= lim 3+—=3. g . y .
n—+% n  n—o+» n 3 suite (un)- $
D'aprés le théoreme des gendarmes, lim u, =3. . A On détermine ensuite la limite des deux
noee 7 Tsuites de I'encadrement. :

sin(n) 5x(=1)"

Soit (u,) la suite définie sur N par u,=-5+ m Soit (v,) la suite définie sur N par v, =42~ T
. . Lo . n n
Déterminer la limite de la suite (u,). Déterminer la limite de la suite (v,).

) Exercices 47 a 50 p. 31
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Cours

o Cas particuliers
Limite de g"

Soit g un réel positif ou nul.

eSi0=<g<1,alors lim g"=0 ¢Sig>1,alors lim g" =+ eSig=1alors lim g" =
n—+% n—+% n—+w

_I n
TExemple 0s5<1. Donc lim (l) =0

n—+o

Limite d'une suite géométrique

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g avec g = 0 et de premier terme u, avecp € N.

p
*Si0<g<1,alors lim u, =0 *Sig>1etu,>0alors lim u, =+
n—+o p n—+o

eSig>1letu <Oalors lim u, =-x eSig=1alors lim u,=u

p n—+o0 n—+o p

. NP u
Exemple Soit (u,) la suite définie par u, =5 et pour1tout neN, Uy g = ?”
(u,,) est une suite géométrique de raison 1 oro< 3 <1Donc lim u,=0

3 n—+w

Limite de la somme des termes d’une suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, (p €N) etderaisong,avec0<qg<1.
u

Soit S, la somme des n premiers termes de la suite (u,).Ona lim S = —2
n—+o 1-g
® Démonstration © VIDEO
— — 2 n-1 8 i
Sp=UpH Uy +Uyot o Uy =U U XGHU, X+ .+ U, X G Démonstration
'I_ n
U x(1+q+@+...+q" ) =u x—9_
p p 1-g
0=<g<1,donc lim g"=0
n—+o%
. . 1-g" 1 . 1 u
lim 1-g" =1et lim —9— = donc lim S,=u, x —=—F
n—+o0 n—s+e 1-q -q n—+% P 1-q 1-g

T Exemple En reprenant l'exemple précédent, le somme des n premiers termes de (u,) a pour limite o 3 soit
7,5 quand n tend vers +o°, 1-—

3
Suite arithmético-géométrique

Une suite (u,) est arithmético-géométrique s'il existe deux réels a et b tels que pour toutn € N,
ona:u, ,=au,+b.

(CRemarques
(1)Sia=0, lasuite (u,) est constante. (2) Sia=1, la suite (u,) est arithmétique. (3) Si b= 0, la suite (u,) est géométrique.

? Exemple Soit (u,) la suite définie par u, =-2 et pourtoutn € N, u, , =2u, - 1.

Suite arithmético-géométrique et suite géométrique

Soit (u,)) une suite arithmético-géométrique de premier terme u, (p € N) et telle que
pour tout entiern=p, u,, =au, +baveca= letb=0.Soit ¢ le réel tel que £ = af + b. La suite (v,) définie

pour tout entier n = p, par v, = u, - £ est une suite géométrique de raison a et de premier terme V,=Up,- .

(CRemarque A l'aide de la suite (v,,), on peut déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

. _ - _ _ _ n-
En effet, on a alors pour tout entiern = p, v, = v,xa P.Orv,=u,-+{.Doncu,=v,+{= v, xa P+4.

24
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Sode )
5 Etudier une suite géomeétrique

Enoncé
Soit (u,)) une suite géométrique de raison 2 et de premier terme u, = 5. Déterminer la limite de la suite (u,),

I'expression de la somme de ses n premiers termes en fonction de n ainsi que sa limite quand n tend vers +oo.

m RN Conseils & Méthodes SHSIRN

1 . Pour déterminer la limite d'une
0<—<1F0Donc lim u =0. OnaS$ =u0+u1+...+u_1ﬂ N )
4 Z n n suite géométrique, il faut regarder

n—+%
S,=Ug+UgXq+... +uyX g ﬂ la valeur de la raison de la suite.

]

Le premier terme est u,,,
Sp=tpX(1+q+qi+ .. +qm=yp X~ : % Reor 0
-9

donc le n-ieme terme estu,_,.

A O3 5"=@x[1_(1]"]

2 1-[1 3 3 4
4 4

ﬂ On exprime les termes
de la somme en fonction
du premier terme
(ici ug), puis on factorise.

eeoscccccccccccsscccsscccsscccs0 e
0000000000000 00000000000000000000000

1 (1Y _ 1Y’ . 20 1-g"!
0<—<Tdonc lim|—| =0.Donc lim 1-|—| =1et lim S ==— u1+q+q2+...+q”= .

4 n—>+00 N—>+0 note 13 1-q
Pour chaque suite ci-dessous, déterminer sa limite m Soit (u,) la suite géométrique de raison 1
quand n tend vers + . et de premier terme u, = 4. 5
a) (u,)) est la suite géométrique de raison 0,6 et de premier Soit S, la somme des n premiers termes de la suite (u,).
terme u, =-2. 1. Déterminer I'expression de S, en fonction de n.
b) (u,) est la suite définie pour tout n € N par u, = -4 x 3", 2. Déterminer la limite S, quand n tend vers +.

) Exercices 51a 55 p. 31
20de

Enoncé IO Conseils & Méthodes [N

Soit (u,) la suite définie par u, = 6 et pour toutn €N, v, , =3u, - 4. On reconnait une suite arithmético-

géométrique avecu,, =au, +b.
On commence par résoudre I'équation
x=ax+b.

Déterminer l'expression de u,, en fonction n.

l solution B

(u,,) est une suite arithmético-géométrique. On suppose que (u,)

On étudie ensuite la suite auxiliaire (v,)
est convergente de limite x. lim (u, ) = lim (3u, - 4) doncx=3x -4
no+oo M0 p e D

définie par v, =u, - € ou € est la solution
X=3x-4-2x=-4x=2 de l'équation x=ax+ b.
Soit (v,) la suite définie parv, =u -2 [ Pour toutn €N,

=u -2 ﬂ =3u -4-2=3u,-6=3x(u,-2)=3v,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier
terme v, = uy— 2 = 6 - 2 = 4. Donc pour toutn € N, v, = 4 x 3" u

Pour montrer que la suite (v,) est
géométrique, il faut montrer que pour
toutn €N, v, , =g Xv,avecqun réel
fixé.

Vi1

© 000000 c000000000000000000000000000 000

ﬂ On exprime ensuite v, en fonction de n
puis u, en fonction de n.

®e000000000000000000000000000000000000000 o

Orv, =u -2 Doncu,=v, +2etdoncu, =4x3"+2.

A vous de jouer ! |,

®e000000000000000000000000000000000000 o

Soit (u,) la suite définie par u,=-2 et pour toutn € N, m Soit (v,) la suite définie par Vo =7 etpourtoutn € N,
U,,,=2u, + 5. Donner I'expression de u, en fonction n. V., =—4v, +10. Donner I'expression de v, en fonction n.

L Exercices 56 a 59 p. 31

1 - Suites et modéles discrets 25
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2 Etudier une suite arithmético-géométrique (2]

%> Cours 2 p. 20 et Cours & p. 24
Enoncé

Soit (u,) la suite définie par u, = 4 et pourtoutn €N, u, ., =0,8u, - 4.

1. Déterminer I'expression de u, en fonction de n.

2. Etudier les variations de la suite (u,).

3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,).

4.Soit S, lasomme des n premiers termes de la suite (u,).

Déterminer l'expression de S, en fonction de n et en déduire la limite de (S,). D'apreés bac

8 Solution OO conscils & Miéthodes NSNS

1. (u,)) est une suite arithmético-géométrique. ﬂ ﬂ Pour déterminer l'expression d’une suite

arithmético-géométrique : $30de

2 8] p. 25
Pour étudier les variations d’une suite,
on étudie le signedeu,,, - u,.
Siu,,,—u,>0,alors lasuite est
strictement croissante.
Siu,,, —u, <0,alors la suite est
strictement décroissante.

x=08x-4<02x=-4x=-20

Soit (v,) la suite définie par v, =u, —(-20) = u, + 20

Pourtoutn €N, v, ;=u, . ;+20=0,8u -4+20
=08u,+16=08x%(u,+20)=08xv,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier
terme v, = u, + 20 = 4 + 20 = 24. Donc pour toutn € N, v =24 x0,8".
Orv,=u,+20.Doncu, =v, -20=24x0,8"-20.

2.Pourtoutn € N, u, ; —u, =24x 0,8"1-20-(24 x 0,8" - 20) ﬂ
=24x0,8™1-24x0,8"
=24x0,8"x(0,8-1)
=24x0,8"%x(-0,2)
=-48x0,8"

Pour simplifier I'expression, on factorise.
Ici le facteur commun est 24 x 0,8".
De plus, 0,8™1=0,8"x0,8'.

Pour déterminer la limite d’une suite
arithmético-géométrique, on utilise les
propriétés du cours pour les limites de
(@") et les opérations sur les limites.
Doncu,,, - u, < 0.Donc la suite (u,) est strictement décroissante.
3.0<08<1donc lim 0,8"=0 M. Donc lim 24x0,8" =0

n—>+x© n—+®

a Le n-iéme terme est u,,_;.

On regroupe les termes « —=20 »
ensemble et les termes de la forme

IS . n_ __ q __
D'ou lim 24 x0,8" -20=-20etdonc lim u =-20 24 % 0,8 ensemble.

n—+% n—+%
4.5, =ug+uU +Uy + U ﬁ

=24%0,80-20+ (24 x0,8" = 20) + (24 X 0,82-20) + ... + (24 % 0,8"" - 20)
=-20xn+(24%x0,8%+24x0,8" +24x0,82+ ... +24x0,8"") ﬁ

=-20xn+24x(1+0,8+0,82+...+0,8™"

— n _ n
Donc § =-20n+ 24xﬂ =-20n+24x % =-20n+120(1-0,8")

1 1

Or0<0,8<1donc lim 0,8"=0.Donc lim 1-0,8" =1donc lim 120 x (1-0,8") =120.

n—+x n—+x n—+o

Or lim -20x n=-% donc lim S, =-®

n—+% n—+%®
Soit (u,) la suite définie par u, = -2 et pour tout m Soit (v,) la suite définie par v, =7 et pour toutn € N,
neN,u,,,=3u,+8. Ve =06V, +2.
1. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n. 1. Déterminer I'expression de v, en fonction n.
2. Etudier les sens de variations de la suite (u,,). 2.50it S, la somme des n premiers termes de la suite (v,).
Déterminer l'expression de S, en fonction de n, puis en
déduire la limite de S, quand n tend vers +.

) Exercices 67 a 77 p. 33
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Les rendez-vous

\‘S\Ode
=i (1} Etudier deux suites cr0|sees

Enoncé

(résolus

Cours 4 p. 24

On veut étudier I'évolution du nombre d’habitants entre deux villes A et B. On suppose que la population totale des
villes A et B est constante. En 2020, il y a 17 500 habitants dans chaque ville.

Puis d’une année sur l'autre, on suppose que 15 % des habitants de la ville A partent pour habiter dans la ville B et
20 % des habitants de la ville B partent pour habiter dans la ville A.

On note u,, le nombre d’habitants de la ville A en 2020 + n et v, le nombre d’habitants de la ville B en 2020 + n.

1. Déterminer la valeur de u, +v,, pour toutn € N

2. Justifier que pour toutn € N, u,,,, = 0,85u, + 0,2v,. En déduire que pour toutn €N, u, ., =0,65u, + 7 000

3. Déterminer l'expression de u,, en fonction de n. En déduire I'expression de v, en fonction de n.

ll solution

1. La population totale des villes A et B est constante.

Donc pour toutn € N, u, +v, =17 500 + 17 500 = 35 000

2. 15 % des habitants de la ville A partent pour habiter dans la ville B
et 20 % des habitants de la ville B partent pour habiter dans la ville A.

u.1=085u +0,2v,

5 20
Donc pour toutn € N, =|1- —
i o1 ( 100) 4+ 100" R
Pour toutn € N,u, ., =0,85u, + WGS 000 -u,) ﬂ
=0,85u, +7000-0,2u,
= 0,65u, +7 000

3. (u,) est une suite arithmético-géométrique. u

Doncu,,,

x=0,65x+7000<:>0,35x=7000@x=@@x=20 000.

)

Soit (w,) la suite définie par w, = u, —20 000.
Pour toutn € N, w, ;

e, Conseils & Méthodes |NNNNE.

La population totale des villes A et B est
constante. Donc u,, + v,, est constant.

15 % des habitants de la ville A partent
pour la ville B, cela correspond a

une diminution de 15 %. Il faut donc

- 15
multiplier par|1- — |
plerp ( 100

ﬂun +Vv,,= 35000, donc v, =35 000 - u,

Pour déterminer l'expression d'une suite
. o P Zae \0d
arithmético-géométrique : g

EE’p 25

=, - 20000 = 0,65u, + 7 000 — 20 000 = 0,65u, — 13 000 = 0,65(u, — 20 000) = 0,65w,

Donc (w,) est une suite géométrique de raison 0,65 et de premier terme w,, = u, — 20 000 = -2 500.
Donc pour tout n € N, w, = -2 500 % 0,65". Or w, = u, — 20 000 donc u,, = w, + 20 000 et donc u, = -2 500 x 0,65" + 20 000.
u, +v, =35000.Doncv, =35000-u, =35000-(-2500x 0,65" + 20 000). Donc v, = 15 000 + 2 500 x 0,65"

A vous de jouer ! |,

On s'intéresse au nombre d’abonnés dans un club
de sport dans une ville qui contient 5 000 habitants.
On suppose que le nombre d’habitants dans la ville
est constant. La premiére année, il y a 600 abonnés.
Puis, chaque année, 60 % des abonnés se réinscrivent, et
10 % des personnes qui n'‘étaient pas abonnés s'abonnent.
On note u,, le nombre d’'habitants de la ville abonnés au
club n années apres l'ouverture du club et v, le nombre
d’habitants de la ville non abonnés au club n années apres
l'ouverture du club

1. Déterminer la valeur de u, + v, pour toutn € N.
= 0,6un +0,1 V-
3. En déduire que pour toutn € N, u,,, =0,5u,, + 500

2. Justifier que pour toutn € N, u,,,

4. Déterminer l'expression de u,, en fonction de n.

m RougeTel et BleuMobile sont deux opérateurs de
téléphonie dans une ville de 10 000 habitants. La popu-
lation est constante et tous les habitants sont abonnés a
I'un des deux opérateurs. En 2020, 2 000 habitants sous-
crivent a RougeTel. Chaque année, 80 % des abonnés de
RougeTel se réabonnent a RougeTel, et 30 % des abonnés
de BleuMobile changent d'opérateur et partent chez
RougeTel. On note u,, le nombre d’habitants abonnés a
RougeTel en 2020 + n, et v, le nombre d'habitants abonnés
a BleuMobile en 2020 + n.

1. Déterminer la valeur de u, +v,, pour tout n € N.
el = O,8un + O,3vn.
3. En déduire que, pour toutn € N, u, , =0,5u,, + 3 000.

2. Justifier que, pour toutn € N, u

4. Déterminer les expression de u, et v, en fonction de n.
) Exercices 78 a 79 p. 35

1 - Suites et modéles discrets
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Exercices (apprendre 3 démontrer

La propriété a démontrer

La suite auxiliaire d'une suite arithmético-géométrique est géométrique.

© On traitera la démonstration de la fagon suivante.

Soit (un) une suite de premier terme Ugs telle que pourtoutn €N, u__ , = au, + b,aveca=1.

n+1
Soit ¢ la solution de I'€quation x = ax + b. Soit (v,) la suite définie pour toutn € N parv, =u, - €.

Alors la suite (vn) est géométrique de raison a.

» Comprendre avant de rédiger

* Soit, par exemple, la suite (u,) définie par u, =5 et pourtoutn € N, u, , =2u, - 1.
x=2x-1&-x=-1x=1.Lasuite auxiliaire est donc la suite (v,) définie parv, =u, - 1.
Onauy=5u;=2xX5-1=9,u,=2Xx9-1=17,u;=2x17-1=33

Onadoncvo=u0—1 =4;v,=u,-1=8;v,=u,-1=16etvy=u;-1=32

La suite (v,) semble géométrique de raison 2.

* Pour montrer qu’une suite (v,) est géométrique, il faut montrer que pourtoutn €N, v, , =gxv,,
avec g un réel donné.
» Rédiger
Etape @ La démonstration rédigée
On peut remplacer n
On veut montrer que, pour tout e
gE N’ Vne1 = a_x Y- ¢ Ici, on a choisi n + 1, pour % Pour toutn € N,
SRS, ST — pouvoir faire apparaitre v,, ;. Vi1 SUpi1 — 4
doncv,,,=u,, -t
Etape @ % Vo, =au +b-¢
On utilise une autre relation de I'€noncé :u,, , =au, +b.
- % Or ¢ est solution de I'équation x = ax + b.
Etapee uti quati
. . . Onisole l'inconnue Etx=ax+box-ax=boxx(1-a)=b
On cherche a exprimer € en fonction e .
dans I'équation. b b
deaetb. < x=——Doncf =——
1-a 1-a
~ ﬁ Donc:
Etape @ On rappelle que B po b _ b(1-a)-b
On remplace ¢ dans l'ex- pour soustraire deux fractions, Vi =AU+ D= 0 au, + —a
pression de v, ,, et on il faut qu'elles soient réduites b—ab—b b
simplifie I'expression. au méme dénominateur. —qu + 279070 au - _ab
1-a 1-a

v
On veut montrer que axb-axc=ax(b-c) n

Etape @ 9 Donc : )
+1=ax(un—mj=ax(un—€)=axvn

pourtoutn€ne& N,v

n+1 =ax vn‘

Donc (v,) est une suite géométrique

On factorise donc par a dans I'expression de v, ;. de raison a et de premier terme v = u, - .

» Pour s’entrainer

Utiliser la méthode de la démonstration précédente dans I'exemple suivant.

Soit (u,) la suite arithmético-géométrique définie par u, =5 et pour toutn €N, u, ., =3u, - 8.

n+1
Déterminer la suite auxiliaire et démontrer qu’elle est géométrique.
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21 Calculer les termes d’une suite

1. Soit (u,) la suite définie pour tout n € N paru, =3n - 5.
a) Calculer u,,

b) Calculer u, .

2. Soit (v,) la suite définie par v, = 3 et pour toutn € N,
Vo =2v,- 1.

Donner la valeur des trois premiers termes de la suite (v,).

23 calculer les termes

d’une suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de raison 2 et de premier
terme u,=3.

a) Calculer u,.

b) Calculer u,,.

FFZ] Calculer les termes

d’une suite arithmétique

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison -5 et de premier
termeu, =4.

a) Calculer u,.

b) Calculer u, .

Déterminer la raison

d’une suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de raison g > 0, telle que
u,=3etu,=48.

Déterminer la valeur de g.

A Déterminer la raison

d’une suite arithmétique

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r telle que u, = 3
etu, = 18. Déterminer la valeur der.

23 Donner des exemples de suites
de limite donnée

Donner un exemple de suite :

a) ayant pour limite + .

b) ayant pour limite —2.

c) ayant pour limite —oe.

d) n‘ayant pas de limite.

Donner la limite de suites

définies de facon explicite

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

1. La suite (u,) définie paru,, = n?+n apour limite :

[@]l+.  [B]-o [clo. [d]2.
1
5+\/E
[@l+> [B]-»  [c]o. @%.

2. La suite (u,) définie paru,, = a pour limite :

1
3. La suite (u,) définie par u, =—n+—a pour limite :
n

@+~ [Bl-= []o. @_%.

EXErCICeS ( calculs et automatismes

FZ] Limite de suites géométriques

Les affirmations suivantes

sont-elles vraies ou fausses?

1. La suite géométrique de raison 10 et
de premier terme -1 a pour limite + o,
2. La suite géométrique de raison 2 et
de premier terme 1 a pour limite + .

3. La suite géométrique de raison ! et
de premier terme 2 a pour limite 2°

4. La suite géométrique de raison 0,25
et de premier terme -1 a pour limite 0.

o O oo <=
O 0O o o

FZ) Lire graphiquement

des termes et la limite d’une suite (1)
Soit (u,) la suite définie par
U, = 3 et pour toutn € N,
u,,, = flu,) avec f la fonc-
tion représentée ci-contre.
a) Donner la valeur des
quatre premiers termes de
la suite (u,).

b) Que peut-on dire de la
limite de la suite (u,) quand
ntend vers +?

EDD Lire graphiquement

des termes et la limite d'une suite (2)

Soit (u,) la suite définie par u, = 9 et pour toutn € N,
u,,, = flu,). On a représenté ci-dessous la fonction f et la
droite d’équation y = x.

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

T.u, estégalea:

[alo [b] 1 [c]3 CIE)
2. La limite de la suite (u,) :
[al semble étre 0. [B]semble étre 1.

[c]semble étre + . [d] nexiste pas.

EX¥ Déterminer I'expression
d’une suite en fonction de n
1. Soit (u,) la suite définie par u, = 4 et pour toutn € N,

u
U, .= ?” Comment faire pour déterminer I'expression de

n+1
u, enfonctionden?

2. Soit (v,,) la suite définie par vo=-1etpourtoutn €N,
V.1 =5v, = 16. Comment faire pour déterminer l'expression
dev, enfonctionden?

1 - Suites et modéles discrets 29
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Exercices ( d'application

..................................................

Pour prendre le train, Sofia achéte un abonnement
mensuel qui colte 400 €.

Avec cet abonnement, chaque billet de train qu'elle achete
estau prixde 2 €.

1. Combien Sofia paiera-t-elle au total si elle achete 10 billets
de train ?

2.0n note u,, le prix que paye Sofia par mois pour I'abon-
nement et n billets de train.

a) Exprimer u,, en fonction de n.

b) Sofia a payé 434 €.

Combien de billets de train a-t-elle achetés ?

m Un téléphone est en vente a 400 € en 2019. Chaque
année, son prix baisse de 10 % par rapport a I'année pré-
cédente. On note u,, le prix du téléphone en 2019 +n.

1. Donner la valeur de uj et u,.

2. Exprimeru,, en fonctionde u,,.

En déduire la nature de la suite (u,).

3. En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

m Un festival de musique accueille 100 000 festivaliers
en 2020.

L'équipe d'organisation prévoit que chaque année, 80 %
des personnes venues lI'année précédente reviendront et
qu’il y aura 30 000 nouveaux festivaliers.

1. Combien de festivaliers l'organisation prévoit-elle en
20217

2. Modéliser la situation a I'aide d’une suite.

Représenter graphiquement

une suite ‘A . 19

@ Soit (u,,) la suite définie par u, = 10 et pour toutn € N,

Uy =4JU, +2.

1. Tracer la fonction f définie par f(x)=
repére orthonormé.

2. Représenter graphiquement les quatre premiers termes
de la suite.

3. Conjecturer les variations de la suite (
la suite (u,).

2 dans un

u,) et la limite de

m Soit (u

—un—1.

) la suite définie par u, =4 et pour toutn €N,

Upi1
1. Représenter graphiquement les cing premiers termes
de la suite.

2. Conjecturer les variations de la suite (u,) et la limite de
la suite (u,).

Soit (u,) la suite définie
par u, = 3 et pour toutn € N,
Uy, = flu,) avec f la fonction
dont la représentation gra-
phique est ci-contre en bleu.
1. Donner la valeur des quatre
premiers termes de la suite (u,).
2. Que peut-on dire sur les
variations de la suite (u,)) et sur
la limite de la suite (u,) ?

ghode

Eﬂ et <A p.21

.................................................

Limite d'une suite

- Déterminer la limite des suites suivantes.
a) (u,) définie paru, = n?+2n-4.

b) (v,) définie par v, =-n3+5. I‘ (Coupldelpouce}
2 Utiliser les régles des
c) (w ) définie parw, = ——. S fi
n parw, 7+4Jn opérations sur les limites.

d) (a,) définie para, = n x \/F
m Déterminer la limite des suites suivantes.
a) (u,)) définie paru, =2n-1.

b) (v,) définie parv, =—3+ %
n

m Déterminer la limite des suites suivantes.

P 1 1
a) (u,) définie paru, = (n + ;) X (n_“ —5}
3

+n

b) (v,) définie parv, = T
24—
n

l‘ (Coupldelpouce}
Commencer par
factoriser les expressions
deu,etdev,.

U4l Déterminer la limite
des suites suivantes.

a) (u,) définie par u, =n?-2n.
b) (v,) définie parv, =n-n3.

Déterminer la limite des suites définies par :

b) v, = n-

a)u,=3n-n3+2 nTa
n+

Déterminer la limite des suites définies par :
B b) v = 3n+ \/E
"+ " 2n+3




d'application

Exercices

1 Soit (u,) la suite définie pour tout n = 1 par
u =l><(n2 -2).
n

1. Peut-on déterminer la limite de la suite (u,) en utilisant
les propriétés des opérations sur les limites ?
2. En développant, déterminer la limite de la suite (u,,).

ohode

L] L] ] ’q'}“ode 2
Limites et comparaison B et *@ p. 23

Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par

un=1/3n+1.

1. Montrer que pour toutn € N, u, > Jn.
2. En déduire la limite de la suite (u,).

25 Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par
u,=-n-sin(n).

1. Montrer que pour toutn €N, u, < -n+1.

2. En déduire la limite de la suite (u,).

74 Soit (u,) une suite telle que pour tout n € N¥,

1 4 . .
2-—<su,s2+ P Déterminer la limite de la suite (u,,).
n n

m Soit (v,) une suite telle que pour tout n € N¥,
1

-3-—F—==sv,s-3+——

Jn n?+1

Déterminer la limite de la suite (v,).

) Soit (v,) une suite telle que pour tout n € N¥,

cos(n) . N
V,=-5+ PR En utilisant le théoréme des gendarmes,

déterminer la limite de la suite (v,)).

m Soit (w,) une suite telle que pour tout n € N¥,
(="
N

Déterminer la limite de la suite (w,).

w,=4+

Jhode
Suites géométriques s
Déterminer la limite des suites suivantes.
a) (u,) est une suite géométrique de raison 4 et de premier
terme 2.
b) (v,) est une suite géométrique de raison 4 et de premier
terme -3.
¢) (w,) est la suite définie par w, = 2 et pour toutn € N,

E Soit (a,) la suite définie para,=-1et pourtoutn € N,
a,,;=d,+05a,.
1. Déterminer la nature de la suite (a,) en justifiant.

2. Déterminer la limite de la suite (a,,).

E’ Soit (u,) la suite géométrique de raison — et de premier
terme u, =9. 3

1. Exprimer les sommes suivantes en fonction de n.
a)S,=ugtu+tu,+...t+up.

b)S,=uy+u; +uy+...+U, .

2. Déterminer la limite de S; quand n tend vers + .

m Soit (u,) la suite géométrique de raison ! et de premier
terme u,=-10. 2

1. Calculer une valeur approchée de la somme des 25 premiers
termes de la suite (u,).

2.0nnote S, lasomme des n premiers termes de la suite (u,).
a) Donner l'expression de S, en fonction de n.

b) Déterminer la limite de S, quand n tend vers + .

E Soit (v,)) la suite géométrique de raison %et de premier
termev,=4.

On note S, la somme des n premiers termes de la suite (v,).
1. Donner l'expression de S en fonction de n.

2. Déterminer la limite de S, quand n tend vers +,

Suites oot
6 p.25

...............................................

Soit (u,) la suite définie par u, = 2 et pour toutn €N,
u,,;=4u,-9.

1. Calculer les trois premiers termes de la suite (u,).

2. La suite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ?

3. Soit (v,)) la suite définie pour toutn € N parv, =u, - 3.
a) Montrer que la suite (v,) est géométrique.

On précisera sa raison et son premier terme.

b) En déduire I'expression de v, en fonction de n.

<) En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

d) Calculer u,,.

Soit (u,) la suite définie par u, =~ 1 et pour toutn € N,
u,.,=>5u,-10.

1. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

2. Calculer ug.

m Soit (u,) la suite définie par u,=2etpourtoutn € N,
u,,;=3u,-14.

1. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

2. Calculer ug.

m Soit (u,) la suite définie par u, = 5 et pour toutn € N,
Uy, =-2u, +12.

1. Calculer les trois premiers termes de la suite (u,) et
justifier que ce n'est ni une suite arithmétique, ni une suite
géométrique.

2. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

3. Calculer u,,.

1 - Suites et modéles discrets 31
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Exercices

L] L] ’ ]
Limite d'une suite
En utilisant la méthode de votre choix, déterminer la
limite des suites suivantes.

a) (u,)) est définie paru, =n3+n? -4,
b) (v,) est définie parv, =n-n?- 4.
n3
n? -4
cos(n)
n? -4

c) (w,) est définie parw,, =

d) (a,) est définie para, =n3 +

. . Démo
m Soit (u,) et (v,) deux suites

1
telles que pour toutn €N, v, =—.

n
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses?

Justifier.
1. Si (u,) converge, alors (v,) converge.
2.Si (u,) diverge, alors (v,) converge vers 0.

m Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par

un=,/n+1—\/ﬁ.

1. Peut-on déterminer la limite de la suite (u,) en utilisant
les propriétés des opérations sur les limites ?

1
2. Montrer que pour toutn € N,u, = ———+

Jn+1++/n
3. S0it (v,) la suite définie parv, = Jn+1.
a) Montrer quev, > \/;
b) En déduire la limite de la suite (v,).
4. En déduire la limite de la suite (u,)).

LED soit (u,) la suite définie paru, = n®- 4.
1. Déterminer la limite de la suite (u,,).

2. Déterminer le plus petit entier n tel que :
a)u, > 100.

b) u, > 1 000.

c)u, > 10 000.

A soit (u,) la suite définie par u, =2 Algo £
etpourtoutn € N,u,,, =3u,.

1. A l'aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la
suite (u,).

2. On veut déterminer le plus petit entier n, tel que
u, > 1000.

a) Compléter le programme en Python
qu'il réponde au probléeme.

suivant pour

b) Déterminer cet entier a I'aide de la calculatrice.

d'entrainement

m Dans cet exercice | Algo £ | Histoire des maths
nous allons utiliser la méthode de Héron d’Alexandrie

pourapproximerﬁ.
Soient a et b deux réels tels que b > Ja.
On considere la suite (u,) définie par

u,=bet, pourtoutn eN,u, , =flu,) avec

Héron
d’Alexandrie

x
On admet que la suite (u,) converge vers~/a.
1.0n choisita=2etb=10.

a) Calculer les cing premiers termes de la suite (u,).
On arrondira a 1074 prés si besoin.

fla fonction définie par f(x) = %(x + gj.

b) Compléter le programme en Python a suivant pour

.
qu'il calcule u, .

u=..

for i in range (..):
u=..

print (..)

2. Reprendre les mémes questions que précédemment
aveca=2etb=>5.

m Dans cet exercice | Algo 4 | Histoire des maths

nous allons utiliser la série de Leibniz pour approximer 7.
On considére la suite (u,) définie par
_ =

C2n+1

Onnote S, lasomme des n premiers termes
de (u,).

n

T . Gottfried
On admet que (S,) converge vers 7 mais Leibniz
la convergence est trés lente.
Compléter le programme en Python a suivant

pour qui'il calcule et affiche S, puis qu'il affiche 4 xS, ;.

s=0

u=0

for i in range (..):
u=..
s = ..

print (..)

print (..)

Suites géométriques et suites .,
arithmetico-géométriques _ “El .2
Une ville contient 15 000 habitants en 2020.

La maire prévoit que chaque année, 10 % des habitants quit-
teront la ville, et 1 000 nouvelles personnes s'installeront.
1. Déterminer le nombre d’habitants en 2021.

2. Modéliser le probléme a I'aide d’une suite (u,,).

3. Déterminer l'expression de u,, en fonction de n.

4. Déterminer la limite de la suite (u,) et interpréter

avec le contexte.



. X . Démo
m Soit g un réel positif ou nul.

1. Rappeler selon les valeurs de g, la limite de la suite (g")
quand n tend vers + o,

2.Soit (u,) une suite géométrique de raison g et de premier
terme u,.

a) Déterminer l'expression de u,, en fonction de n

b) En utilisant les propriétés des opérations sur les limites,
déterminer, en différenciant les cas, la limite de la suite (u,)
quand n tend vers + .

m Adama décide de faire creuser un tunnel dans une
mine de sel. Il fait appel a une entreprise.

On note u,, le prix facturé par l'entreprise pour le n-ieme
métre creusé. Le premier métre creusé colte 50 €.

Puis pour toutn € N*,u, , =u, x1,1-3.

Onau, =50.

1. Déterminer la valeur de u,.

2. Un tunnel de longueur 2 metres coCte alors (u, + u,)€.
En déduire le coit d'un tunnel de 2 métres de longueur.
3. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

4. Déterminer le co(it correspondant a un tunnel de

longueur 50 metres.
On s'intéresse a I'évolution d'une mj

population de tigres dans une réserve naturelle.

En 2020, il y a 100 tigres.

Puis, chaque année, 10 % de la population de tigres meurt
et 5 nouveaux tigres sont recueillis dans la réserve.

On note u, le nombre de tigres en 2020 + n.

1. Déterminer le nombre de tigres dans la réserve en 2021.
2. Donner la valeur de u,, et justifier que pour toutn € N,
u,,1=09u, +5.

3. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

4. Etudier les variations de la suite (u,) et interpréter le
résultat.

n+1

5. Déterminer la limite de la suite (u,) et interpréter
le résultat.

Soit S, la somme définie pour tout n € N par
S,=1+5+52+53+ .. +5"

1. Exprimer S en fonction de n.

2. Déterminer limite de S, quand n tend vers +% en
justifiant.

d'entraine

Soit (u,) la suite définie Algo £ %
paruy=-3etpourtoutneN,u, ,=2u, +4.

1. Donner la valeur des quatre premiers termes de la suite (u,,).
2. Recopier et compléter le

programme en Python " u=..

ci-contre, afin quil calcule u,,. | for i in range (.):
A VA . u=..

3. A l'aide de la calculatrice, print (.)

donner la valeur de u,,.

-6
Au 1¢ janvier 2018,

Héléne dispose d'un capital de 16 000 €.
Le 1¢"juillet de chaque année, elle préléve 15 % du capital
disponible pour préparer ses vacances.

1.0n note u, le montant du capital d'Héléne disponible le
1€ janvier 2018 + n.

Onau, =16 000.

a) Calculeru, etu,,.

b) Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (u,) et interpréter le
résultat.

2. On souhaite déterminer le nombre d’années a partir
duquel le capital d’Héléne devient inférieur ou égal a 2 000 €.

a) Recopier et compléter le programmeen | _
. o ora n=0
Python ci-contre pour qu'il réponde i
. while .. :
au probléme. n=
b) Quelle est la valeur numérique contenue u=

par la variable n a la fin de I'exécution de
ce programme ?
3. Hélene décide finalement d’ajouter a son capital dispo-
nible 300 € chaque 1¢" décembre.
On note v, la valeur du capital le 1¢" janvier 2018 +n.On a
Vo =16 000.
a) Justifier que pour tout entier naturel n, v, ; = 0,85v, + 300.
b) Déterminer I'expression de v, en fonction de n.
c) Déterminer la limite de la suite (v,).

D’aprés Bac ES 2018

7L'3] Présenter le travail suivant.

1.Trouver un exemple de situation pouvant étre modé-
lisée par une suite arithmético-géométrique.

2. Déterminer I'expression de la suite.

3. A l'aide de la suite, interpréter les résultats dans le

contexte (valeur de certains termes, limite,...).

1 - Suites et modéles discrets
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Exercices ( d'entrainement

Un site Internet propose a ses abonnés ~ Al99 4

des films a télécharger. Lors de son
ouverture, 500 films sont proposés et
chaque mois, le nombre de films pro-
posés aux abonnés augmente de 6 %.
1.0n note u,, le nombre de films propo-
sés n mois apres l'ouverture du site.
On au,=500.

a) Calculer u, etu, (on arrondira a I'unité).

b) Exprimer u,, en fonction de n.

¢) Déterminer la limite de la suite (u,).

2. On souhaite déterminer a partir de combien de mois le
site aura doublé le nombre de films proposés par rapport au

nombre de films proposés a lI'ouverture. 4= 500
a) Recopier et compléter le programmeen | _

. oy hil
Python ci-contre pour qu'il réponde | " en _
au probléme. a=
b) Donner la valeur affichée a la fin de | print (.)
I'exécution de ce programme, puis inter-

préter cette valeur dans le contexte de cet exercice.

3. En raison d’une offre de bienvenue, le nombre d’abonnés
au lancement est 15 000. Sur la base des premiers mois,
on estime que le nombre des personnes abonnées au site
évolue suivant la régle suivante : chaque mois, 10 % des
personnes se désabonnent et 2 500 nouveaux abonnés
sont enregistrés.

On note v, I'estimation du nombre d’abonnés n mois apres
l'ouverture, on a ainsi v, = 15 000.

a) Justifier que, pour tout entier natureln,on a

Vo1 = 09XV, +2500.

b) Déterminer I'expression de v, en fonction de n.
c) Peut-on prévoir, a I'aide de ce modeéle, une stabilisation
du nombre d’abonnés sur le long terme ? Si oui, a combien
d’abonnés ? Justifier.

D'apres Bac ES 2016

On considére un carré de coté 3 cm.

A chaque étape, on construit un carré dont le c6té mesure
la moitié du coté du carré de |'étape précédente.

On note s, I'aire du n-iéme carreé.

1. Donner la valeur de o, et s4.,.

2. Exprimer &, , en fonction de s, et en déduire la nature
de la suite ().
3. Déterminer l'expression de ¢4, en fonction de n.

4. Déterminer l'expression de l'aire formée par I'ensemble
des n premiers carrés, en fonction de n.

5. En déduire I'aire de la figure formée par I'ensemble des
carrés si on continue indéfiniment cette construction.

Une biologiste désire étudier I'évolution
de la population de singes sur une ile.
En 2020, elle estime qu’il y a 1 000 singes sur l'ile.

A » Premier modéle

La biologiste suppose que la population de singes augmente
de 4 % chaque année.

On note u, le nombre de singes en milliers sur l'ille
en 2020 +n.

1. Donner la valeur de ug et calculer u,.

2. Déterminer la nature de la suite (u,), puis exprimer u,
en fonction de n.

3. Déterminer la limite de la suite (u,).
4. Que peut-on penser de ce modele ?

B » Second modéle

La biologiste suppose finalement que la population de
singes est modélisée par une suite (v,) définie par v, =1
et, pourtoutn €N, v, ,=0,9v, +0,15.

1. Avec ce modele, combien peut-on prévoir de singes en
20217

2. a) Déterminer I'expression de v, en fonction de n.

b) Déterminer les variations de la suite (v,) et interpréter
avec le contexte.

c) Déterminer la limite de la suite (v,) et interpréter avec
le contexte.

3. On souhaite déterminer le nombre d'années au bout
duquel la population de singes dépassera les 1 400 indi-
vidus.

a) Recopier et compléter le programme suivant en

e

Python pour qu'il réponde au probléme.

n=0

v=1

while ...:
n=...
v=...

print (...)

b) A l'aide de la calculatrice, déterminer I'année corres-
pondante.



p . < gpade
Suitescroisees  Hp:
On s'intéresse a lI'ensemble des ascenseurs d'une
grande ville en 2017. Pour chacun d'eux, un entretien annuel
doit étre réalisé. Deux sociétés d’ascensoristes, notées A et
B, se partagent ce travail. En 2017, la société A entretient
30 % des ascenseurs. On estime que, chaque année :
* 3 % des ascenseurs entretenus par la société A seront
entretenus par la société B 'année suivante,
¢ 5% des ascenseurs entretenus par la société B seront
entretenus par la société A I'année suivante,
¢ les autres ascenseurs ne changeront pas de société d'as-
censoristes I'année suivante.
On étudie I'évolution, au fil des années, de la répartition
des contrats d’entretien de ces ascenseurs entre les socié-
tés A etB.
On note a, la proportion d'ascenseurs entretenus par la
société A pendant I'année (2017 + n). De méme, on note
b, la proportion d'ascenseurs entretenus par la société B
lors de I'année (2017 + n). On a donc a,=03et b0 =0,7.
1. Calculer a,. Interpréter le résultat.
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a
=0,97a, + 0,05b,, puis en déduire que
a,.4 —092a +0,05.

3. Déterminer l'expression de a,, en fonction de n.
4. Déterminer la limite de la suite (a,) et l'interpréter avec
le contexte.

D'apres BAC 2018

Un groupe de presse édite un magazme =
qu'il propose en abonne- .
ment. Jusqu'en 2010, ce
magazine était proposé
uniguement sous forme
papier.

Depuis 2011, les abonnés
du magazine ont le choix
entre la version numé-
rique et la version papier.
Une étude a montré que,
chaque année, certains
abonnés changent d’avis :
papier passent a la version numérique et 6 % des abonnés
a la version numérique passent a la version papier.

On admet que le nombre global d’abonnés reste constant
dans le temps.

On note a,, la proportion d’abonnés ayant choisi la version
papier en 2010 + n et b, la proportion d'abonnés ayant
choisi la version numérique en 2010 + n.

1. Justifier que a, = 1, by = 0 et pour tout n € N,
a,.,=09a,+0,06b,.

2. En déduire que pour toutn € N, a,_, = 0,84a, + 0,06.

3. Déterminer I'expression de a,, en fonction de n.

4. A l'aide de la calculatrice, déterminer a partir de quelle

année la proportion d’abonnés a la version papier devient

inférieure a la proportion d'abonnés a la version numérique.
D’aprés BAC 2016

10 % des abonnés a la version

d'entrainement

Etude d'évolution

e @EIR)
m Des chercheuses et des

chercheurs veulent étudier le nombre de poissons dans
I'6tang Lagoon. Pour cela, ils commencent une étude et
comptent 9 000 poissons dans I'étang.

A » Lagoon est un

bassin artificiel, ce qui

permet de contréler

les conditions de vie

et le nombre de pois-

sons péchés. D'une

année sur l'autre, a %

de poissons meurent

(de maniére naturelle

et par la péche) et b %

de poissons naissent, avec a et b deux réels fixes.

On note u, le nombre de poissons, n années apres le début

de 'étude.

1. Donner la valeur de v, et justifier que pour toutn € N,
—-a

100

2. Exprimer u,, en fonction de n.

3.Selon les valeurs de a et b, déterminer le sens de variation

de la suite (u,) et interpréter dans le contexte.

4. Selon les valeurs de a et b, déterminer la limite de la suite

(u,) etinterpréter dans le contexte.

Up s =un><(1+

B » Les chercheurs constatent empiriquement que le

nombre de poissons dans Lagoon diminue chaque année

de 20 % par rapport a I'année précédente.

Lorsqu'ils commencent leur deuxieme étude, ils comptent

3000 poissons dans |'étang.

Et pour leur deuxiéme étude, ils décident, pour compenser

la baisse naturelle, de rajouter chaque année 2 150 poissons

dans I'étang.

On note v, le nombre de poissons dans I'étang n années

apres le début de la deuxiéme étude.

1. Justifier que v, = 3 000 et que pour tout n € N,
V,eq = 0,8v, +2150.

2. On veut modéliser |'évolution du nombre de poissons
sur un tableur.

a) Recopier le tableau [ 4
ci-contre dans un tableur.
b) Compléter la cellule B2.
¢) Quelle formule faut-il ren-
trer dans la cellule B3 ?

d) Compléter la colonne B
en étirant vers le bas.

e) Combien de poissons peut-on prévoir 10 années apres
le début de I'étude ?

f) Conjecturer la limite de la suite (v,).

3. On souhaite démontrer les résultats de la question
précédente.

a) Déterminer l'expression de v, en fonction de n.

b) En déduire la limite de la suite (v,).

N = O S |>

1
2]
B
4|

1 - Suites et modéles discrets
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81 | Représentation graphique et étude
d’une suite arithmético-géométrique
Soit (u,) la suite définie par u, = 6 et pour toutn €N,

1
—u, +1

u =
n+1 2n

1. a) Représenter graphiquement la fonction définie par

flx) =lx+1.
2

b) Représenter sur le méme graphique les quatre premiers
termes de la suite (u,)

c) Conjecturer les variations et la limite de la suite.

2. Soit (v,) la suite définie parv, = u, - 2.

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

b) En déduire I'expression de v, en fonction de n, puis celle
de u, en fonction de n.

3. Démontrer les conjectures de la question 1. c).

KF3 Limite d’une suite

Déterminer la limite des suites suivantes :

a) (u,) est la suite définie par u,=n+ \/F -10
b) (v,) est la suite définie par v, = n3-5n

<) (w,) est définie par w, =n?+ (- 1)"

cos(n)

n

e) (b,) est la suite géométrique de raison 5 et de premier
terme by =-2

f) (c,)) est définie par ¢, =-10 et pourtoutn € N, ¢

d) (a,) est définie para, =25 +

CI’I
n+1 = 7

XN Gagnante au loto

Lucille gagne 1 000 000 € au loto le 1¢" janvier 2020.
Elle dépose la somme sur un compte en banque, et elle
décide de dépenser chaque année un quart de la somme
qui lui reste.

1.0n note u,, la somme restante sur le compte le 1¢' janvier
2020 + n.

a) Quelle somme reste-t-il sur son compte le 1¢" janvier 2021 ?
b) Donner la valeur de u, et u,.

¢) Exprimer u,, , en fonction de u, et en déduire la nature
de la suite (u,,).

d) Déterminer l'expression de u, en fonction de n.

2.0n note S, la somme dépensée les n premieres années.
a) Déterminer l'expression de S, en fonction de n.

b) Déterminer la limite de S, quand n tend vers + .

K™ Etude du nombre
d’arbres dans une forét

On s'intéresse au nombre d’arbres dans une forét. En 2020,
ily a2 500 arbres dans la forét. Mais on prévoit que chaque
année, 10 % des arbres soient coupés et 100 arbres soient
replantés. On note u, le nombre d’arbres en 2020 + n.

1. Donner la valeur de u, et calculer u,.

2. Justifier que pourtoutn € N, u,,, =0,9u, + 100

Algo 4§

3. a) Recopier et compléter

u=..

ﬁ for i in range (..):
u=..

print (..)

le programme en Python
ci-contre pour qu'il détermi-
ner le nombre d’arbres en
2050 dans la forét.

b) A l'aide de la calculatrice, déterminer le nombre d'arbres
en 2050 dans la forét.

4. Soit (v,) la suite définie pour tout n € N par v,=u,-1000
a) Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera
sa raison et son premier terme.

b) En déduire l'expression de v,, puis celle de u,, en fonc-
tion den.

c) Déterminer les variations et la limite de la suite (u,) et
interpréter dans le contexte.

KB suites croisées
Dans un pays, deux four-
nisseurs d'électricité ont
le monopole du marché :
Electic et Energo.

On s'intéresse a la réparti-
tion des parts de marché
de ces deux fournisseurs.
En 2020, Electic a 55 % des parts du marché.

Chaque année, on prévoit que Electic perde 5 % de ses
clients, mais qu'il récupere 15 % des clients de Energo.

On note a,, le pourcentage des parts de marché de Electic
et b, celui de Energo en 2020 +n

1. Déterminer la valeur de a, + b, pour tout n € N.
2. Justifier que pour toutn € N, a,,, =0,95a, + 0,15b,,
3.Endéduirequea,,,=08a,+0,15

4. Déterminer l'expression de g, en fonction de n.

5. Déterminer la limite de la suite (a,), et interpréter avec
le contexte.



CONTINU

Suite définie

par une formule explicite

Preparer le BAC RG]

Suite définie

par une relation de récurrence

3\ e
° u,=f(n) * Parexemple u,etu,, , =f(u,)
* u, estl'ordonnée du point e On construit les termes a l'aide de la courbe
d’abscisse n de la courbe de 6, de fet de la droite d'équation y= x.
u, un
i € M Jy=x A
Ugllatmooroor s B B B e e e e e
2 b----- ] ] ]
Tl - u-2+ ' :
o T S s> !
ottt R Faa :
N : 7 N S S
0| 1 2 3 4 5 -1 12 3 45 6 7 8 9 1011
=TT ~t Uz Uy Uy Uy
7 \ 7

Suite geomeétrique

Suite arithmético-géomeétrique

Soit (u,) une suite géométrique
de raison g et de premier terme U,
* Si0s=g<1,alors lim u, =0

n—+o
e Sig>1 etup>0,alors lim u, =+
n—+o
e Sig>1letu,<0,alors lim u =~
p n—+o
e Sig=1,alors lim u, =u,
n—+o0

* Soit S, lasomme des n premiers
termes de la suite (u,),

u
sio<g<1, lims =—".
n—+oe 1-g

Soit (u,)) une suite définie paru,,, =au, + b.
Sia # 1etsoit{ leréel tel que € =af + b.

Alors (v,) définie par v, = u, - { est une suite
géométrique de raison a.

Théoréme des gendarmes

lim w_={avect

Siv,<u,sw,et lim v, = R
n—+%

n—+

un réel alors lim u,= €.
n—+w

Formes indéterminées

Limites de suites de référence

o (n), (\/n), (n%) avec k € N" tendent vers + o
1

1 *
o | —||—11—|aveck &€ N tendent vers 0.
(n] (VHJ (nkj

Inégalités et limites

Siu,<v,et(u,)et(v,) convergent,

lim v
n—+oo

alors lim u, <
n—+o0

Théoréme de comparaison

* Siup=v,

i <
" ° Siu,<v,

et lim v =-o
n—+9%

alors |lim u_ =-o.
n—+w

et [im u, =+
n—+co
alors lim v, =+
n—+o

1 - Suites et modéles discrets
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Preparer le BAC @NEEHE

| Je dois étre capable de... ) | Parcours d'exercices ]
P> Modéliser un probléme par une suite %‘ % 12,3233
4 Représenter graphiquement une suite 'fmde % 3,4,35,36

P Déterminer la limite d’une suite en utilisant les opérations
sur les limites ou en levant une forme indéterminée

¢

®

"Z}X\Ode 19, 1,0, [] ] '
A =) 5,6,7,838,39,461,462

P> Déterminer la limite d’une suite en utilisant
le théoréme de comparaison ou le théoréme des gendarmes

i

o

g“t“j’: =—> 9,10,11,12, 45, 46, 47, 48

P> Calculer une limite de suite géométrique $5ede )
et de la somme des termes d’une suite géométrique E 13,14, 51,52

] Sode  svode svode 15, 16, 17, 18, 19, 20,
P> Etudier une suite arithmético-géométrique 2 2 =) % 56, 57, 67, 68, 78, 79
QCM interactifs
lienmini fr/maths-c01-06
Pour les QCM suivants, choisir la (les) bonne(s) réponse(s). e

Pour les exercices (86 ] a(87) on a représenté graphiquement
une fonction f ci-contre.

Soit (u,) la suite définie par u, =9 et, pourtoutn€ N, u, ., =f(u,).

La suite (u.) semble : croissante. décroissante. pas monotone. constante.
n

La limite de la suite (u,) semble étre : + 00 0 - environ 2,5

La suite (u,) définie par u, =n+5n2 | apourlimite +o. a pourlimite 0. a pour limite —o. n‘a pas de limite.

La suite (v,) définie parv,=n - 5n2 | apour limite +. a pour limite 0. a pour limite —oc, | n'a pas de limite.

La suite (a,) définie telle que pour
toutn € N,—l<an <i2

n n
Soit (u,) la suite géométrique de

. 1 .
raison A et de premier terme u, = 5.

a pour limite +. ' a pour limite 0. a pour limite —oc, | n'a pas de limite.

+00 —0 0 6,25
Quand n tend vers +, la somme des
n premiers termes de la suite tend vers :

Pour les exercices [92] a on consideére la suite (u,,) définie par u,= 10 et pour toutn € N, u,,, =4u, - 12.

. o V,=u,+4est v,=u,-4est v,=u,+4est v,=u,-4est
La suite (v,) définie par : géométrique.  géométrique. arithmétique. arithmétique.

Lasuite(un)estdéfiniepar: u,=6x4"+4 u,=6x4"-4 u,=10x4"+4 | u, =10x4"-4



Preparer le BAC

CONTINU

Représentation graphique

Soit (u,) la suite définie par u, = 2 et pour tout n € N,
Up1 = 2“ -1

1. Representer graphiquement la fonction f définie par

flx) =2x-1.

2. Représenter graphiquement les quatre premiers

termes de la suite (u,).

3. Conjecturer les variations et la limite de la suite.

4. Reprendre les questions précédentes asode

avec u,=0. S 2 PRL)

Limite d’une suite

Déterminer les limites des suites suivantes.
1. (u,) définie par u, = (2n+n?) x Jn

o 3n2 +5
2. (v,) définie parv, = n?_a
3. (w,)) définie par w, = n? + (- 1)"

cos(3n+1)
n3
5.(b,), suite géométrique de raison ot

4.(a,) définie para, =3 +

1
2 et de premier terme b, = 10.

—4x2n A Q2

6. (c,) définie par ¢, =

Bouts de ficelles

On considere une ficelle d'une longueur de 20 m.
Camille commence par couper un morceau mesurant
le quart de la longueur de la ficelle.

Puis a chaque étape suivante, elle coupe un morceau
mesurant le quart de la longueur du morceau coupé a
I'étape précédente.

1.0n note u,, la longueur coupée a la n-ieme étape.
a) Donner la valeur de u, et u,,.

b) Donner l'expression de u,, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (u,,).

2. Camille décide de recoller tous les morceaux coupés.
On note L, lalongueur totale des n premiers morceaux
recollés.

a) Donner la valeurde L, et de L,.

b) Donner l'expression de L,en fonctlon den. oue

c) Déterminer la limite de Ia suite (L,). e 7 p.25

Jem’'exerce

Evolution d’un salaire
Thomas travaille dans une entreprise et gagne 1 500 €
nets le 1¢" janvier 2020. Chaque année, son salaire
augmente de 4 %.

On note u,, le salaire de Thomas en 2020 + n.

1. Déterminer le salaire de Thomas en 2021.

2. Déterminer l'expression de u, en fonction de n.

3. Déterminer la somme totale que Thomas
aura gagnée en 10 ans.

2yode

27 p. 25
Compte en banque Algo

Maud dépose 5 000 € sur un compte en banque le
1¢" janvier 2020. Chaque mois, elle dépense le quart
de ce quelle a sur son compte. De plus, le dernier jour
de chaque mois, elle dépose 2 000 € supplémentaires
sur le compte. On note u,, la somme sur le compte le
1€" jour du mois, n mois apres janvier 2020.

1. Donner la valeur de u, et u,. Justifier que, pour tout

neN,u,,,=0,75u,+2000.
2. On souhaite connaitre | © =~
for i in range (..):
la somme sur le compte le "=
1€" janvier 2021. print (.)
a) Compléter le programme

en Python pour qu’il réponde a la question

b) A l'aide de la calculatrice, déterminer la somme sur
le compte le 1¢" janvier 2021.

3. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

4. Etudier les variations de la suite (u,)

et donner sa limite. Interpréter \mue ayode

avec le contexte. p. 25 2 9] p. 26

Bénévoles dans une assoaatlon
Une association d'un
village de 3 000 habi-
tants (nombre constant)
étudie le nombre de ses
bénévoles.

L'année de création
de l'association, il y =
avait 20 bénévoles.
Puis chaque année,
on estime que 25 % e
d’entre eux quitteront Iassoaann et 5 % des habi-
tants qui nétaient pas bénévoles lI'année précédente
le deviendront. On note u, le nombre d’habitants
bénévoles et v, le nombre d’habitants non-bénévoles,
nannées apres la création de 'association.

1. Donner la valeur de u, et v,

2. Donner la valeur de u,, + v, pour toutn € N.

3. Justifier que pourtoutn € N, u, ., =0,75u,, +0,05v,,.
4. En déduire que pour toutn €N, u, ., =0,7u, + 150.
5. Déterminer I'expression de u, en fonction de n.

6. Déterminer la limite de la suite (u,), oode

et interpréter avec le contexte. 5- p. 27

1 - Suites et modéles discrets
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L e théoreme des valeurs intermédiaires est lié a la
continuité. C'est un théoreme d'existence c'est-a-dire qu'il
permet d'affirmer qu’une équation possede des solutions sans
en donner I'expression exacte. Une fois l'existence

de solution(s) démontrée, on approche la (ou les) solution(s)
par encadrements successifs, c'est-a-dire par dichotomie.

Comment résoudre une équation avec le théoréme
des valeurs intermédiaires ?
> Activite & p. 43

Théoreme
des valeurs intermédiaires
lienmini.fr/maths-c02-01

Bl




| OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c02-02 S é Sdalm ath

Conjecturer une limite

On donne la représentation €. d'une fonction f.
a) Lorsque x prend des valeurs proches de +
que font les valeurs de f(x) ? Pourquoi ? Méme 3
question quand x prend des valeurs proches 2
de —oo.

b) Lorsque x s'approche de 2 en valeurs supé-
rieures, que font les valeurs de f(x) ?

Et lorsque x s'approche de 2 en valeurs infé-
rieures ?

¢) Mémes questions que b) lorsque x s'approche de la valeur -2.

Interpréter une courbe
On donne les représentations des fonctions fet g.

1 J 2
| | 5 1 "
0 1 2 |

-1

| X

o] 1 2

a) Déterminer lim f(x). La fonction f est-elle dérivable en 2 ? Pourquoi ?
x—2

b) Déterminer lim g(x) et lim g(x).La fonction g admet-elle une limiteen2?
x—2" x—2*

Tracer la courbe d’une fonction de référence

a) Tracer la courbe de la fonction carrée x — x2. Que peut-on dire de ses limites
en+»et-o?

b) Tracer la courbe de la fonction inverse x — l. Que peut-on dire

x
de ses limites en 4+ et - ? Et de sa limite en 0 ? Que représentent les axes
de coordonnées pour la courbe de la fonction inverse ?

Utiliser un tableau de variations

On donne le tableau de variations d’une fonction f sur I"intervalle [-5 ; 5].
a) Pourquoi I'équation f(x) = 0 possede-t-elle
une unique solution ? 1 6
b) Combien I'équation f(x) = -2 posséde-t-elle f / \ /
de solutions ? -4 =2

Et dans quels intervalles ?

x | -5 -1 2 5

Comprendre une fonction

def £(x):
en langage Python (o if x<l:
Qu'affiche cet algorithme pour £(1), return x+1
£(0.9)etf(1.1)? elif x>1:
En déduire lim f(x) et lim f(x). return —xx*2+4%x+1
x> x—1 else:

return 3

2 - Limites et continuité 41



Activites

'o
15®% min

n Se rapprocher des limites, notion d’asymptote

On donne les représentations des fonctions cube x +— x3, inverse au carré x — —5 etracine carrée x — Ix.
X

7y
Jx
1

1. a) En lisant les courbes, donner les limites suivantes: lim x3 et lim x3.
Xx—>+®© xX—-%

b) Existe-t-il un réel x tel que, x> > 103 ? Et pour »3 > 10° ? Justifier alors lim x3.
x>+

¢) Existe-t-il un réel x tel que, x> < =103 ? Et pour x> < —10° ? Justifier alors lim x3.
x—>-%

. . 1
2.a) Donner la limite lim —5-
x>+ X

X x—>+®© Xz

. . ) . N
b) Existe-t-il un réel x tel que, Lz <1076 7 Et pour lz < 10712 ? Justifier alors lim —.
X
c) Comment se comporte la courbe en +o de lz par rapport a I'axe des abscisses ?
X
On dit alors que I'axe des abscisses est asymptote a la courbe en +o,

o]
3. a) Donner la limite lim —-
x—0X

" . 1
> 10'2 ? Justifier alors lim —-

> 100 ? Et pour 12

b) Existe-t-il un réel x tel que, ! —
X x—0 X

2
1 . .
c) Comment se comporte la courbe en 0 de — par rapport a I'axe des ordonnées ?
X

On dit alors que I'axe des ordonnées est asymptote a la courbe en 0.

4. a) Donner la limite lim /x.
x—>+x

b) Existe-t-il un réel x tel que, Jx >1027Et pour\/; >103? Justifier alors lim /x.
—+0
¥ > Cours 1 p. 44
g
b
10 - min

n Appréehender la continuite

On donne la représentation d'une fonction sur [0 ; 2].

1.a) Que vaut f(1) ?
b) Vers quelle valeur tend f(x) lorsque x tend vers 1 en valeurs inférieures ? en valeurs supérieures ?
c) La limite de f(x) existe-t-elle ? On dit alors que la fonction fn'est pas continue en 1.

2. Peut-on dire que lim f(x) = f(2) ? Pourquoi ? On dit alors que la fonction f est continue en 2.
x—2

En quelles valeurs de x |a fonction f est-elle continue ? “ Cours 1 p. bk
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B Faire des opérations sur les limites

A» Un polynome
Soit la fonction fdéfinie sur R par : f(x) = x2 + 2x -3.

1. Donner les limites lim x2et lim 2x - 3. Pourquoi peut-on affirmer que: lim f(x)=+%?
x—>+x x—>+x Xx—>+%

2. Donner les limites lim x2 et lim 2x - 3. Peut-on en déduire la limite de fen - ? Pourquoi ?
xX—=%

N 2 3 2 3
3. Vérifier que pour x#0,0n a: f(x)=x2(1+———j.DonnerIa limite lim 1+=-—

X Xz xX—>— X X2

Peut-on en déduire la limite de fen —o ? Pourquoi ?

B » Une fonction rationnelle

Soit la fonction g définie sur R\{2} par : g(x) = 3x+22‘
x—
1. Donner les limites lim 3x+2et lim x - 2. Peut-on en déduire la limite de fen +« ?
X—>+% Xx—>+%
2
3+—
2. Montrer que pour x=0,0n a g(x) = 3‘ Peut-on maintenant en déduire la limite de gen +?
1-—
x
3. Donner les limites lim 3x + 2 et lim x — 2. Quel est le signe de (x - 2) six > 2 ? En déduire lim g(x).
x—2 x—2 x—2
Quel est le signe de (x-2) si x < 2 ? En déduire lim g(x) x>2
x—2
L *<2 > Cours 1 p. 44 )
L/
15“min

Résoudre une équation

1. On donne les tableaux de variations de deux fonctions f et g définie sur R.

a) La fonction g est-elle continue en x =2 ? Pourquoi ?
Quelle est I'image de l'intervalle [1 ; 4] par la fonctiong ?

b) Discuter le nombre de solutions des équations (E,) et (E,) suivant
les valeurs de k.

X _oo 1 +00 X —0 +0o0
T
e * 0 - g'x) -
5 3
f / \ g 2 \
-0 -1 -2
On considére les équations suivantes avec k € R, (E,): flx) = ket (E)):glx) = k.
a) On prend k = 0. Combien de solutions possédent les équations (E1) et (Ez) ? Pourquoi ?
b) Déterminer, selon les valeurs de k, le nombre de solutions de I'¢quation (E,).
c) Déterminer, selon les valeurs de k, le nombre de solutions de I'équation (E,).
2.0n donne les représentations de deux nouvelles fonctions
fet g définies sur [0 ; 4]. J 4__)’ @,
On considére les équations suivantes aveck € [1; 4], (E;): flx) =k 3l /
et (E,):glx) = k. 5]

X

1 2 3 4

(tréme €y

“» Cours 2b p. 52
J

2-L

imites et continuité
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(@) Limite en l'infini
Dans tout ce qui suit, on suppose que la fonction f est définie sur les intervalles considérés.
La courbe représentative de la fonction f est notée 6, et n désigne un entier naturel non nul.

Limite finie et asymptote horizontale

Dire qu’une fonction fa pour limite € en +, signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢, contient
toutes les valeurs de f(x) pour x assez grand, c'est-a-dire pour les x d'un intervalle 1A ; +¢o[.
On note alors :

lim f(x)=¢
x—+%
La droite A déquation y = ¢ est alors asymptote horizontale a la courbe €.
J
\%

(CRemarque On définit de facon analogue: lim f(x)=¢.

X—>-
Limite infinie

Dire qu’une fonction fa pour limite + en +, signifie que tout intervalle ]M ; + o[ contient toutes
les valeurs de f (x) pour x assez grand, c'est-a-dire pour les x d’un intervalle 1A ; +oo[.
On note alors :

lim f(x)=+o
xX—>+%0

€

(Remarque On définit de facon analogue :

lim f(x)=-o; lim f(x)=+~et lim f(x)=-
x—>+0 X—>—0 X—=0

OEE] Limites des fonctions de référence

1 1 1 1
flx -l |=| = | »® |2 X" x ev e
£ x | x2 | x" Jx W
. +®sia>0
lim f 0 0 0 0
Jim_f(x) +oo | 4o +eo e 1+ osia<o
. non +00si n pair non 0sia>0
Jim_f(x) 01 0 1 0 |ysfinie | *= | = | aosin impair | définie O | _wsia<o
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Méthodes —_——
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ode
)
5 Conjecturer la limite d'une fonction en l'infini

Algo

Enoncé
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = (x + 2) e™* + 1et la droite d d'équation y = 1.
1.Tracer sur la calculatrice la fonction f et la droite d pour x € [-3 ;3] et y € [-3; 4].

Que peut-on conjecturer pour les limites de fen +© et - ? .
from math import¥*
2. Que représente la droite d pour la courbe 6, en + ? Pourquoi ? def £(x):
3. 0n donne le programme en Python @ Gicontre. x=£float (x)
; return (x+2)*exp (-x)+1
a) Que représente abs (f (x) -1) ? def dist(a):
b) Que renvoie la fonction dist (a) ? x=1
> P . . hile abs(f -1)>=a:
c) A I'exécution, on voit que dist (10** (-3) ) renvoie 10 et v le=1 (£(x)-1)
dist (10** (-6) ) renvoie 17.En quoi ces valeurs permettent-elles return x

de vérifier la limite de f(x) en + 0 ?

il solution y

1. On obtient la courbe ci-contre. ﬂ &
d

D'apreés la représentation de la fonction f et de la droite d ] =
on peut conjecturer que |im f(x)=1et lim f(x) = —o0. ﬂ

X—>+0 X——00
2. La droite d représente une asymptote horizontale

ala courbe cGfen +00,

CRE R R NN RN NN . conseils & MéthOdes eeccce eocee

Bien respecter les indications pour la fenétre
pour obtenir un visuel exploitable.

En effet la courbe se « rapproche » de plus en plus de la droite d
lorsque x augmente.

3.a) abs (£ (x) -1) =|f(x) -1| représente la distance entre

la droite d et la courbe %)’f‘ On suppose que la tendance de la courbe ne

b) La fonction dist (a) renvoie |'entier naturel le plus petit varie pas en dehors de la fenétre.

tel que la distance entre la droite d et la courbe (\‘éf ﬂ C'est la définition d’une asymptote a une

est plus petite que le réel a. courbe.

Attention la condition sur une boucle
conditionnelle est 'opposé de ce que l'on veut
obtenir |flx) -1| < a.

¢) La valeur de f(x) se trouve a moins de 103 de sa limite a partir
de x = 10 et A moins de 107 & partir de x = 17.

Cela signifie que |'on peut prendre un intervalle aussi petit autour
de la limite € = 1 de la fonction fen +%, on peut trouver un x
a partir duquel f(x) se trouve dans cet intervalle. ﬁ (PPN sesesssoesesasss sesesssoesesasss sesess

A vous de jouer ! |,

®0e0000c0000c000000000000000 00000

ﬁ C'est la définition d’une limite finie en +cc.

®ecccccccscccscccscccsccscccccccccsce’

. ) - = ﬂ Soit la fonction f définie sur R par : =
1 | Soit la fonction f définie sur R par : E=)
9y? 43 fix) =0,1x3 + 0,15x -1,8x -0,7.
x
f(x) a1 1. Tracer sur la calculatrice la fonction f. Que peut-on

. . conjecturer sur les limites de la fonction fen + et — .
1. Tracer sur la calculatrice la fonction f. Que peut-on

conjecturer sur les limites de la fonction fen + et — . 2. Comment peut-on le vérifier ?

2. Comment peut-on le vérifier ? ) Exercices 25 a 30 p. 58

2 - Limites et continuité 45



Cours

(B) Limite en un point

Dans tout ce qui suit, on suppose que la fonction f est définie sur les intervalles considérés.
Le réel a considéré appartient ou est une borne de 'ensemble de définition de f.
La courbe représentative de la fonction f est notée %6, et n désigne un entier naturel non nul.

Limite infinie et asymptote verticale

Dire qu’une fonction fa pour limite +o en un réel a signifie que tout
intervalle ]M ; + o[ contient toutes les valeurs de f (x) pour x assez proche
de g, c'est-a-dire pour les x d’un intervalle ouvert contenant a.

On note alors:

lim f(x) = +c0.
x—a

La droite A d’équation x = a est alors asymptote verticale a la courbe €.

(CRemarques
» On définit de facon analogue : lim f(x) = -«

x—a
» Lorsque la limite en a n'existe pas, on peut définir une limite a droite
ou a gauche de a que I'on note respectivement
lim f(x) et limf(x) ou lim f(x) et lim f(x)

x—a x—a x—at x—a~
x>a x<a

IEE]  Limites infinies des fonctions de référence

» 1 il 0 Bl
Y x x2 xn Jx
lim f(x)
x=0 +00 +00 +o0 +0o0
x>0
lim f(x) i
x50 - + +ee npair non définie
x<0 —o0 n impair

LEN Limite finie

Dire qu’une fonction fa pour limite € en un réel g, signifie que tout intervalle ouvert contenant € contient
toutes les valeurs de f (x) pour x assez proche de a. On note alors :
lim f(x) = €.

x—a

(CRemarque On peut, de méme, définir une limite a droite et a gauche de a.
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hode
9 . e el e e e, . . =)
§ﬂ Conjecturer la limite infinie d’une fonction en un point &

Enoncé

2 _
Soit la fonction f définie sur R\{2} par : f(x) = Ci,5x—1,25x+2
x -

1.a) Tracer la courbe €, sur une calculatrice dans la fenétre x € [-1; 5] et y € [-5; 5].
b) Que peut-on conjecturer pour les limites de la fonction florsque x tend vers 2,
en valeurs supérieures et en valeurs inférieures ?

Peut-on conjecturer qu'il existe une limite de la fonction fen 2? o L EAIS R GRREE |

2. Tracer sur le méme graphique la droite d d’équation x = 2.
Que représente la droite d pour la courbe ¢,en 2 ?

il solution 4%y b
1. a) On obtient la courbe ci-contre . pal 1

b) On peut conjecturer :

N 2 3 4 x
lim f(x)=+oet lim f(x)=-cc. ﬂ -21
x—2 x—2 -4
x>2 x<2 L

fn'a pas de limite en 2 car les limites a droite et a gauche ne sont pas égales.

ﬂ Lorsque x se rapproche de 2

e en valeurs supérieures, limite
a droite, les valeurs de f(x) sont
de plus en plus grandes.

e en valeurs inférieures, limite
a gauche, es valeurs de f(x)
sont de plus en plus grandes
en négatif.

®ec0c0c00000000000000000000000 00

e0ecccccc0c0c000c00000000,
0000000000000 000000000000”®

2. La droite d'équation x = 2 est une asymptote a 6,en 2 car plus x se rapproche de 2 plus la courbe s'en rapproche.

A vous de jouer ! |,

= 1 =
E 1. Tracer la courbe de f(x) = 2(32 *! ) sur EE I 1. Tracer la courbe de f(x) = e -2
- x -

2. La fonction f admet-elle une limite en 0 ? Interpréter

une calculatrice dans la fenétre x € [-2; 4] et y € [- 5 ;5]. ma )
géométriquement ce résultat.

2. La fonction fadmet-elle une limiteen 1 ?

3. Conjecturer lim f(x)et lim f(x). . -
x—Th 1" > Exercices 31a36 p. 58

hode
= Conjecturer la limite finie d’une fonction en un point

Enoncé

Soit la fonction f définie sur R"par : £(x) = e*-1

jll Conseils & Méthodes |}

Pour tracer une
fonction, la calculatrice
utilise des points
qu'elle relie ensuite.

Le point en x =0 étant
singulier, la calculatrice
n'‘en tient pas compte.

®ecc0ccc00000000000000000 00

1.Tracer la courbe €, sur une calculatrice dans la fenétre x € [-4 ;4] et y € [-1; 5].
2. La fonction f est-elle définie en 0 ? Admet-elle une limite en 0 ? Si oui laquelle ?

l Solution

1. On obtient la courbe ci-contre.

2. La fonction n'est pas définie en 0, car le dénominateur est alors nul.

ec0eccccecccccccccce
©e0c0cc0000000000000 00

Par contre d'apreés la représentation, la fonction fadmet une limite en 0: lim f(x) = 1. ﬂ
x—0

A vous de jouer ! |,

x -2 = =
E] 1.Tracer la courbe f(x) = \/— 2 sur ﬂ 1. Tracer la courbe f(x) = T sur CE)
x - 1
une calculatrice dans lafenétrex € [-1; 8] ety € [-1; 2]. T+ex
2. Lafonction fest-elle définie en 4 ? Admet-elle une limite une calculatrice dans la fenétre x € [-5; 5] et y € [-5; 5].
en 47?7 Siouilaquelle ? 2. Lafonction fest-elle définie en 0 ? Admet-elle une limite

en 07 Siouilaquelle ?
) Exercices 31 a 36 p. 58
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() Opérations sur les limites

Dans tout ce qui suit f et g désignent deux fonctions et € une valeur réelle ou +% ou -,
« indéterminée » désigne une forme que I'on ne peut pas calculer par I'opération concernée.

LGN Limite de la somme

lim f(x) ¥ { € +00 —o0 +00
x—a
lim g(x) ¢ 400 — oo 400 —00 —0o0
x—a
,I,i_',na[f(x) +g(x)] e+ ¢ + -0 +00 - indéterminée
Exemples
lim x+3=+4» : 2 _
hos Par somme Jim %% =+ 1 jim x2 + x estindéterminée
1 x——0
@ . 1 li —=4® @ : _
lim —=0 m X+ 3+ P lim x=-o on ne peut rien conclure
x—+0 X X
Limite du produit
lim f(x) ¢ €0 0 +00
x—a
lim g(x) 4 +00 +00 +c0
x—a
Ii_r)r; [f(x)x g(x)] ex e +oo¥ indéterminée +oo¥
X

*On applique la regle des signes pour déterminer le signe devant c°.

Exemples
; 2 _ . ] 1
I'njmx =t Par produit lim — =+ lim —sinx estindéterminée
x> ® x—0tx 0 X
lim 1+l=1 lim x2(1+lj=+oo o x>0
x> X X X Jl_r)g_smx =0 on ne peut rien conclure
Limite du quotient
lim £(:x) ¢ | ¢=0 0 ¢ xw soo
x—a
lim g(x) 20 | 0% 0 +00 e +oo
x—a
¢
lim Ues) — +o0o* indéterminée 0 +oo* indéterminée
x—a g(x) e

*On applique la regle des signes pour déterminer le signe devant .

*¥ signe constant, on écrira 0" pour un nombre positif et 0~ pour un nombre négatif.

Exemples
lim 2x+1=-5 Par quotient lim 2x+1 =+ L 2x+1 P Ty
x——2F q PR lim 3 est indéterminée
x—>-2 X+
im M:_oo @ lim x+2=+w .
lim x+2=0" 2 X+ 2 x40 on ne peut rien conclure.
x—-2"

48




Méthodes —_——
fenminifymaths <0203 D2 SAMMALH

Les rendez-vous

sode

>

Déeterminer une limite en l'infini

Enoncé

(résolus

Soit la fonction f définie sur R\{1} par f(x)=4x -3 + % et la fonction g définie sur R par g(x) = x2 - x + 3.

1. Déterminer la limite de la fonction fen + .

2. a) Déterminer le signe de (x - 1) sur R.

b) En déduire les limites de fen 1 en valeurs supérieures et inférieures.

3. Déterminer la limite de la fonction g en + .

l Solution

1. On détermine la limite la fonction f par somme en +% en étudiant

les limites de (4x - 3) et

3
x-1 ﬂ

lim 4x-3=+x

X—>+0
lim 3=3 Par quotient

X400 a 5 Par somme
) . lim f(x)=+%
lim x-1=+x| lim ——=0 x_)+oof( )

X+ x—>+% X -1

2. a) On ale tableau de signes de (x -1) suivant.

X —0 1~ + o0

1
T
x-1 - (IJ +

BB Conseils & Méthodes [N

i) Avant de déterminer une limite
par somme, il faut vérifier
rapidement que I'on n'obtient pas
une forme indéterminée.

ﬂ Suivant que x se rapproche
de 1 en valeurs supérieures
ou inférieures, (x — 1) change
de signe.

En effet en +, la fonction x — x?
tend vers +« et la fonction x — -x
+ 3 vers —oo,

®e0000000000000000000000000000000000 o

© 0000000000000 000000000000000000 0,
®e0000000000000000000000000000000 00

3

b) On détermine la limite en 1 de la fonction f par somme en étudiant les limites de (4x - 3) et ——.

Onaalors:lim 4x-3=1et ﬂ

x—1
31?13 =3 Par quotient
. _aek 3
||m1x—1—0 ki —aes
i;} x—1tx =1

x—1

lim3=3 Par quotient

. 3
lim x-1=0| lim ——=-c
x—1" x> x =1

Par somme on déduit la limite en 1: lim f(x)=+% et lim f(x)=-%
x—=1"

x—T*

3. On ne peut pas déterminer la limite de la fonction g en +% par somme car on obtient une forme indéterminée.

On change alors la forme de la fonction g. ﬂ

Pour x = 0 on a g(x) = x2 (1 1 + i) on peut alors déterminer la limite de g par produit.
X X

2
lim x2 =+
X—>+00
3
lim 1-—+—=
X—+% X X

A vous de jouer ! |,

Soit la fonction f définie sur R par :
f(x)=2x—1—l-
x

1. Déterminer les limites de fen +w et —co,
2. Déterminer la limite de fen 0.

Par produit

lim g(x)=+%
X—>+00

n Soit la fonction f définie sur R par:
f(x) = %3+ 4x2 + 6.

1. Pourquoi ne peut-on pas déterminer la limite de f
en 4o par somme ?

2. Changer la forme de la fonction f puis déterminer la
limite de la fonction fen + .

) Exercices 37 a 40 p. 59

2 » Limites et continuité
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Cours

(d) Déterminer une limite par encadrement et par comparaison

Limite par encadrement ou théoréme des gendarmes

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle | = 1a; + o[ et € un réel.
pour tout x €1, g(x) <f(x) < h(x)
Si et alors lim f(x)=4¢
x—>+%°

lim g(x)= lim h(x)=¢

x>+ x>+

(CRemarque On ades énoncés équivalents en -, avec| =]-; al et en g, avec un intervalle ouvert contenant a.

Limite par comparaison

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle | = ]a ; +[.

pour tout x €1, f(x) = g(x) pour tout x €1, f(x) = h(x)
Si et Si et
lim g(x)=+» lim h(x)=-o
x—+0 X—>+00
alors lim f(x)=+x alors lim f(x)=-
Xx—+0 X—+%0

(CRemarque On ades énoncés équivalents en —o, avec | =]-; a[ et en g, avec un intervalle ouvert contenant a.

o Continuitée d'une fonction
(@) Définitions
Continuité en un point

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert | contenant le réel a. On dit que la fonction f est

continue en un point a si et seulement si: lim f(x)=f(a) .
x—a

Continuité sur un intervalle

La fonction f est continue sur un intervalle | si, et seulement si, f est continue en tout point de I.

(CRemarques

* Graphiquement, la continuité d'une fonction sur un intervalle | se traduit par une courbe « en un seul
morceau », elle n'a pas de « saut » en certaines valeurs.

* On définit la continuité sur un intervalle fermé en prenant la limite a droite de la borne inférieure et la limite
a gauche de la borne supérieure.

J J
31 34
saut I
21 21
1 1 1 E 1 1 Ix
T T T T T T T
-10 -10 1.2 3 4 5
La fonction f est continue sur son intervalle La fonction fn'a pas de limite en 2. fest discontinue en 2
de définition donc non continue sur son intervalle de définition

e Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de définition.
C'est le cas, par exemple, des fonctions polyndmes, des fonctions rationnelles et des fonctions exponentielles.



W Les rendez-vous
Méthodes —_——
fenminifymaths <0203 D2 SAMMALH

- - :
Ea Utiliser les théoremes d’encadrement et de comparaison

Enoncé
Soit les fonctions f et g définies sur | =[1; + o[ par:

f(x)= sin(x)

et g(x) = x + cos(x).

1. Pourquoi ne peut-on pas déterminer directement les limites des fonctions fetgen + 0 ?
2. A l'aide d’un encadrement sur | déterminer la limite de la fonction fen + .

3. A l'aide d’une inégalité sur I, déterminer la limite de la fonction g en +.

MEEEETIR ORI Conseils & Méthodes RSN

1. Les fonctions sin et cos sont des fonctions périodiques ﬂ On ne change pas une inégalité

si I'on multiplie ou divise par un nombre
strictement positif.

de valeurs comprises entre —1 et 1. Elles n'ont donc pas de limites en +2.

2. Comme la fonction sin est bornée dans [-1;1], onapour x = 1:

) i
—1Ssin(x)s1:x_lsmsl ﬂ
X

ﬂ Un rapide apercu de la fonction g montre
x x

qu'elle tend vers +x |e terme prépondérant
1 1 . T g
lim ——= lim — =0 d'aprés le théoréme d'encadrement etant x.
x>+ X x—+0 X
ou des gendarmes : lim f(x)=0. On ne change pas une inégalité
e lorsqu’on ajoute ou retranche un méme

terme de chaque céte de l'inégalité.

®000000000000000000000000000000000000000000000 0

e0co0ccc00ccsc000000000000000,
®e0c00c00000000000000000000 000

3. On minore cos pour montrer que la fonction g tend vers +. ﬂ

(+x)
cos(x)=—-1= x+cos(x)=x -1 ﬂ

lim x —1=+o%, d'apres le théoreme par comparaison : lim g(x) = +.
X—>+® X+

A vous de jouer ! |,

E] Soit la fonction f définie sur 11 ; +o°[ par : m Soit la fonction f définie sur [0 ; + o[ par :
o) = <05, fla)= -2t

x+1 2 - cos(x)

Déterminer la limite de la fonction fen +c. 1. Montrer I'encadrement suivant, pour tout réel x.
1 1
m Soit la fonction f définie sur [0 ; +o°[ par : 5 = 2 - cos(x) =
flx) = x2 + xcsin(x). 2. En déduire la limite de fen +ce.

1. Factoriser f(x).
2. En déduire la limite de la fonction fen +. > Exercices 41442 p. 59
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Cours

(B) Propriétés de la continuité

Y Continuité et dérivabilité

Si une fonction f est dérivable en un point a alors f est continue en a

Si une fonction fest dérivable sur un intervalle | alors f est continue sur .

(CRemarques

* La réciproque de ce théoréme est fausse.

Une fonction peut étre continue en a mais pas dérivable en a.

Cela se caractérise sur une courbe sans saut mais qui n'admet pas une tangente au point a comme la fonction
valeur absolue en 0.

* Lintérét de ce théoréme est de pouvoir affirmer qu'une fonction est continue sachant que la fonction
est dérivable.

LY Valeurs intermédiaires

Soit fune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une unique solution ¢
dans l'intervalle [a; b].

f(b)

(CRemarques

» Pour un réel k compris entre f(a) et f(b), I'existence d'une solution est déterminée par la continuité et |'unicité
par la stricte monotonie.

» Ce théoreme s'appelle le théoréme des valeurs intermédiaires car le réel k est une valeur intermédiaire entre
fla) et f(b).

* On généralise ce théoréme a l'intervalle ouvert | =]a; b[ ou a et b peuvent étre réels ou £ .

k doit alors étre compris entre lim f(x) et lim f(x) .
x—a x—b

¢ Lorsque k = 0, il suffira de montrer que la fonction f change de signe sur I.

» Un tableau de variations pourra étre suffisant pour montrer la continuité et la stricte monotonie de la fonction.
En effet les fleches « montantes » ou « descendantes » d'un tableau de variations indiquent la continuité

et la monotonie.

Il est cependant important de rappeler ces deux hypotheses dans la rédaction.

Exemple

L’équation x3 = 20 admet une unique solution sur ]-; +%[ car la fonction
cube x> x3 est strictement croissante et continue sur R et l'ordonnée 20

est comprise entre lim f(x)=-ocet lim f(x)=+o.
x——% X—>+®
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Les rendez-vous

sode

>

n Résoudre une équation a l'aide d'une fonction &

Enoncé

Soit la fonction f définie sur | = [-2 ; + o[ par f(x) = x> -3x2 + 3

[
[

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f, on admettra que lim f(x)=+oo.

x—>+%0

2. a) Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution dans l'intervalle[0 ; 2].

b) Montrer que I'équation f(x) = 5 admet une unique solution o dans [-2 ; +[.

Donner un encadrement au dixiéme pres de a.

il Solution

1. Etudions les variations de la fonction f sur [-2 ;+ o[
() = 3x2 -6 = 3x(x - 2)

f(x)=0=x=00ux=2

Le signe de f’(x)est celui du trinéme.

On calcule f(0) = 3, f(2) = -1 et f(-2) =-17

X -2 0 2 + 00
[ [
f’(x) + 9 - 9 +
3 + o0
f / \ /
-17 -1

®eeecscccce . conseiIS&MéthOdes eeccce eecee

ﬂ Il est important de rappeler les hypotheses
du théoréme des valeurs intermédiaires
pour la rigueur du raisonnement.

Lorsqu’une équation n'a pas de solution,
une simple majoration est suffisante
pour conclure.

Pour déterminer un encadrement

d’une solution, la méthode la plus simple
consiste en un balayage d'un tableau de valeurs
avec un pas adapté.

®ecccccccce e0c00c000000000e e0c00c000000000e eccce o

®e000000000000000000000000000000’

2. a) Sur l'intervalle[0 ; 2], la fonction f est continue, strictement monotone (décroissante) et 1 est compris entre f(0) = 3
et f(2) = -1, d'aprés le théoréme des valeur intermédiaires, I'équation f(x) = Tadmet une unique solution. ﬂ

b) Sur l'intervalle[-2 ; 2[, f(x) est majorée par 3 donc I"équation f(x) = 5n’admet pas de solution. ﬂ

Sur I'intervalle [2 ; + %[ la fonction f est continue et strictement monotone. 5 est compris

entre (2) =1 et lim f(x)=+%, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, x
X—>+®0

I'équation f(x) = 5 admet une unique solution o dans [2 ;+ [.
Conclusion : I'équation f{(x) = 5 admet une unique solution o dans l'intervalle [-2 ;+oo[.

Par le balayage d'une calculatrice avec un pas de 0,1, on trouve 3,1 < ot < 3,2. ﬂ

A vous de jouer ! |,

Soit la fonction f définie sur [0 ; + o[ par : G
flx) = x3 -9x2 + 24x - 12.
1. Dresser le tableau de variations de la fonction,

on admettra que lim f(x)=+ce.
xX—>+%

2 a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique
solution ocdans [0 ; +co[.
b) Contréler en tracant la fonction f sur une calculatrice
la véracité des résultats.

Y1
3 3
3.1 3.961

Ef@q 5.048
3.3 6.267

m Soit la fonction f définie sur R par : &2
fix) = xe¥ -2.

1. Dresser le tableau de variations de la fonction,

on admettra que :

lim f(x)=-2et lim f(x)=+ce.
x—>—% x—>+0

2. a) Montrer que I'équation f(x) = 2 admet une unique
solution oo sur Retque o € [1; 2].
b) Par le balayage d’une calculatrice donner un
encadrement de oca 1072

) Exercices 43 a 46 p. 59

2 » Limites et continuité
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o 7

(résolus

Sode

Enoncé

Soit la fonction f définie et dérivable sur | = R\{-1; 1} par: f(x) =

Les rendez-vous
Méthodes —_——
fenminifymaths 0203 D2 SAMMAth

Determiner les limites d’une fonction rationnelle

2x2
1-x2

1. Tracer la fonction f sur une calculatrice pour x € [-4 ; 4let y € [-10; 10] puis conjecturer les limites en +%, en -,

en+1eten-1.

2. a) Pour x # 0, factoriser par x2 le dénominateur (1 - x2) puis confirmer les limites de la fonction fen +» et en -

trouvées a la question 1.

b) Déterminer le signe de (1 - x?) suivant les valeurs de x.

c) Confirmer alors les limites de la fonction fen -1 et en +1 trouvées a la question 1.

1. On obtient la courbe et les conjectures suivantes.

lim fo) =+ | 5T [lim () = +o0
x—-1 4__ x—1
x>-1 x<1
i 1 1 1 Ix
1 2 3 4

2
2.a)Pourx=0,ona: f(x)=L=i ﬂ;
5 1 1
X (— - 1) o 1
5% X
Par un méme raisonnement, on obtient: lim f(x)=-2.
X—y—00

b)1-x2=0sx2=1cx=Toux="-1
on obtient alors le tableau de signes ci-contre.

c) En séparant limite a gauche et limite a droite, on trouve : ﬂ

. 2 _ -
32)11236 =2 Par quotient
lim 1-x2=0+ [ m flx)=+> et
e x—1
s x<1

lim —-1=-1

x>0 X2

® e0eccccee conseilS&MéthOdeS (AR RN RN NN

Pour ne pas trouver une formes
indéterminées en l'infini, on change

la forme de f(x).

Comme le dénominateur de f(x) s'annule
en -1 eten +1, il faut donc déterminer le
signe autour de ces valeurs.

Attention, les limites en -1 et en +1 ne
sont pas des formes indéterminées. Ne pas
changer la forme de f(x) comme en +

et —oo,

®0000000000000000000000000000000000000000000 o

e cccccccsseccsseccsscccssscoe,
®eccsccccsscccsscccsscccssscccs

lim 2=2

X—>+%0

Par quotient

lim f(x)=-2

Par un méme raisonnement, on obtient: lim f(x)=-% et lim f(x)=+o°.

x—-1
x<-1
=
Soit la fonction f définie sur R par: EE
2x% - x+1
f(xX)=—F—F
X +x+1

1. Tracer la fonction f sur une calculatrice pour x € [-6 ; 6]
ety € [-1;6] puis conjecturer les limites en +« et en .
2. a) Pour x # 0, factoriser par x2 le numérateur et le
dénominateur de f(x).

b) Confirmer alors les limites en +o et en -0 trouvées a
la question 1.

- +
x - -1 L +o0
\ \
o I S
lim 2x% =2 Par quotient
x—1
lim 1-x2=0- ( [m f(x)=—c
o x—1
>1 x>1
)
FEH soit la fonction f définie sur R par: i
x
f(x)= .
x?-4

1. Tracer la fonction f sur une calculatrice pour x € [-5; 5]
et y € [-5; 5]. Conjecturer les limites en +, en -, en
-2eten+2.

2.a) Confirmer les limites en += en levant I'indétermination.
b) En étudiant le signe de (x2 - 4), confirmer les limites

en-2eten+2.
) Exercices 50 a 54 p. 60
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Les rendez-vous

Sode
(KA Etudier une fonction & l'aide d'une fonction auxiliaire &
Enoncé
Soit la fonction f définie et dérivable sur | = [0 ; + o[ par : f(x) = e1xof1 .

1. Démontrer que pour tout réel de | que : f'(x) =
parg(x) =e* - xe* + 1.

10 . . .
X g(x) ou g est une fonction définie sur |
(e* +1)2
2. a) Démontrer qu'il existe un unique réel o de | tel que g(ox) = 0.
b) A l'aide d’un tableau de valeurs sur une calculatrice donner un encadrement de oca 1072
c) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. En déduire le tableau de variations de f sur I. On admettra que lim f(x)=0.

x—+0
m i, Conseils & Méthodes |EENNNEE.

1. f(x) = 10(e*+1) -10xe* 10(e*+1-xe*) 10 L'unicité de la solution est obtenue par
rx)= (e* +1)2 T (er 412 C(e*+1) le théoréme des valeurs intermédiaires.

avec g(x) = e¥ - xe* + 1. Il est n.ec.essalre de conn.autre

les variations de la fonction f.

5 X g(x)

2. a) » On étudie les variations de g et sa limite en + . ﬂ . .
Le changement de signe de la fonction

X e .
g sur | est alors établi.

9’(x)=ex—(1ex+xe")=ex_e — xe® = —xe*

Pour x = 0, —xe* < 0 donc g’(x) < 0. La fonction g est décroissante sur I. On programme le tableau de valeurs

o Limite en +%0: ona g(x) = e¥(1 - x) + 1 avec comme valeur initiale 0 et un pas

P R NI
eecccccccccscssccsscccscccs e

. de 0,01.
Xl_l)r?xe":wo par produit *escececesececncnsnns cecececsccscscrcacs .
lim 1—x=—oo| lim e*(1-x)=-
X—>+00 s X 0 o +00
Par somme: lim g(x)=-o. On calcule g(0) = 2. ﬂ g'(x) _
X—>+00

Sur | la fonction g est continue (car dérivable), monotone (décroissante) et
change de signe car g(0) > 0 et lim g(x) <0 donc d'aprés le théoréme de g
X—>+0

la bijection, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution o.
b) Par le balayage d'une calculatrice, on trouve : g(1,27) = 0,039
etg(1,28) ~-0,007. ﬂ On en déduit que 1,27 < o < 1,28.

o
c) Comme la fonction g est décroissante sur |, si x < o, g(x) > 0 et six > 0, [

f(x) + 0
g(x) <O0. I

10
3. Comme, =l >0 pour tout x de |, le signe de f’(x)=(ex1f ~ x g(x) p / flo) \
2 0

est du signe de g(x), on obtient le tableau de variations ci-contre.

A vous de jouer ! |,

Soit la fonction f définie et dérivable sur R par :
f(x) = 3x% + 453 + 12x2 + 12x - 5. 1

, , , R parf(x)=e* +—.

1. Démontrer que pour tout réel que : f'(x) = 12g(x) ou x

g est une fonction définie sur R que l'on déterminera.

+00

Soit la fonction f définie et dérivable sur | =10 ; +o°[

. . , X

1. Démontrer que pour tout réel de | que : f'(x) =L2)
X

2. a) Démontrer qu'il existe un unique réel o. de | tel que

9(0) =0 ol g est une fonction définie sur | que I'on déterminera.

b) A I'aide d’un tableau de valeurs donner un encadre-
mentde cca 1072
c) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. En déduire le tableau de variations de f sur R.

2. a) Démontrer qu'il existe un unique réel o. de | tel que
g(o) =0.

b) Donner un encadrement de o.a 1072

c) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. En déduire le tableau de variations de fsur I.

) Exercices 55 a 57 p. 61

2 » Limites et continuité
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Exercices (apprendre & démontrer

La propriété a démontrer
Sachant que pour tout réel x, e > x, en déduire les limites suivantes :

ex
lim —=+xet lim xe*=0,
x>+ X xX—>=®
© On souhaite démontrer la premiere limite par comparaison, puis en déduire la seconde
par un changement de variable.

» Comprendre avant de rédiger

» On peut résumer le résultat de ces limites en disant que « la fonction exponentielle 'emporte sur la fonction

identité x+— x».
X

« On utilise l'inégalité donnée e* > x pour montrer l'inégalité &~ = X
x 4

* Pour la deuxieme limite, on utilise le changement de variable X = —x pour établir la limite.

» Rédiger

Etape € La démonstration rédigée
Si I'inégalité donnée est valable pour x elle est aussi valable R
pourf % Pourtoutx ER, e¥ > x = e2 >5
2
Etape @ % On éléve au carré pour x > 0
La fonction carrée est croissante sur R, . De plus (e )2 = g29, )2 5
x 2
e2| > X =e¥> X
2 4

Etape @

Comme x > 0, on ne change pas l'inégalité en divisant par x. —) En divisant par x, on obtient :

e¥ _x
- >
x 4
Etape @
s . X B s
Il ne reste plus qu’a passer a la limite avant de conclure. % lim = = +o0, d'apreés le théoréme de

X—>+%
. e’
comparaison |[im — = +cc
x—+% X

Etape @

Si x tend vers — alors X tend vers + . % On pose X = -x < x=-X,onaalors:
X
CeX " . X lim xe*= lim -Xe X = lim -—=0.
Si lim = +oo alors par quotient lim —-=0. X—>—0 5400 Xosw e
X—+0o X X—+oe

» Pour s'entrainer

Al'aide d’'un changement de variable astucieux, déterminer les limites suivantes.

lim 20e792% et |im 20e-0:2x
x—>+0© X—>=%
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Calculs et automatismes

lienmini.fr/maths-c02-04

EL) Limites et asymptotes
On donne la courbe €, suivante représentant une fonction f.

RV

_
|
T

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
1.La courbe 6,admet une asymptote verticale déquation:

[al x=-2 [bly=-2 [c] x=1 [d] y=1

2.La courbe ‘6,admet une asymptote horizontale d'équation:

[@] x=-2 @y:—Z [c] x=1 @_y=1
3. D'apreés la courbe 6, on peut dire que :
@l lim f(x)=-2 B jim f(x)=1
x—>+% X—=%
[c] lim f(x)=+o° [d] lim f(x)=+%
Ead x—1
x>1 x<1

EE] Continuité en un point
Méthode Comment reconnaitre la continuité sur une

courbe ?
On donne les courbes suivantes.
courbe courbe
I_}_)' O] 3 % @
IR -
1 1 i I 1 1 x 1 1 1 I 1 1 x
-3 -2 -10 1 2 -3 -2 -10 1 2 3
3 ¥ courbe® 3 7 courbe @
2T 24
I----1_---I 1__-I
Au— 5 — 5
-3 -2 -10 1 2 -3 -2 -10 1 2 3

Parmi ces courbes quelles sont celles qui représentent une
fonction continueen 1?

20 ] Opérations sur les limites (1)
On donne les limites suivantes :

lim f(x)=+>et lim g(x)=-o
X—>+0 X—>+0

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
On peut conclure que:

[a] lim f(x)+g(x)=0 [B] lim f(x)xg(x)=-c°
x—>+%

x—>+*
[€] lim f(x)-g(x)=+0c [d] lim M=_1
x>+ x>+ g(x)

EXErCICeS ( calculs et automatismes

28 Opérations sur les limites (2)
On donne les limites suivantes.

lim f(x)=+»et lim g(x)=0"
x—>+% x—>+®

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
On peut conclure que:
[@a] lim f(x)+g(x)=+
x—>+%
[B] lim f(x)x g(x)=-o
x—>+%
[€] lim ) _

x—+% g(x)

[d] lim L=0

x—+ f(x)

FZ1 Continuité

La proposition suivante est-elle vraie

ou fausse ? Justifier. v F
a) lim X3 e
x—2 2-X D D
x>2
2
b) lim 2X"*1__
x—1 1-x D D
x<1
<) lim 2x+12 =+
x=-1 (X +1) O O

x>-1

2] Théoréme des valeurs intermédiaires
On donne la représentation d'une fonction fsur | = [-5; 7].

fAVARMRRRRIVA

1. Justifier que la fonction f est continue sur I.

2. Donner et justifier le nombre de solutions de I'équation
fix)=0:

a)dans [1;5].

b) dans [-1; 1].

c)dans|.

Tableau de variations et équation
Méthode Comment montrer que I'équation f(x) = 2 admet
une unique solution sur R ?

X - 0 3 +0
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d'application

Conjecturer unelimite B
@ Soit la fonction f définie sur R par : =
fl) =1,

e’ +1

1. Tracer la fonction f sur une calculatrice. On pourra prendre
comme fenétre x € [-5; 5] ety € [-2; 2].

2. Que peut-on conjecturer sur les limites de la fonction f
en+xet-o?

3. Comment peut-on le vérifier ?

m On donne la représentation d'une fonction f suivante
définie sur l'intervalle [0 ; +o°[.

()

/

D

N

EN

1. Que conjecturer pour la limite de la fonction fen + ?
2.Si l'on continue la courbe, est-possible d’avoir

lim f(x)=-6 ?Justifier.
x—>+0

(]

Soit la fonction f définie sur R\{1} par: B
Flx)=——.
(x-1)?
1. Tracer la fonction f sur une calculatrice.
2. a) Que peut-on conjecturer sur la limite de fen 17?
b) Interpréter graphiquement cette limite ?

m On donne la représentation
d’une fonction f ci-contre définie
sur R\{0}.

1. Conjecturer la limite de la fonc- \
tion fen +o et en —oo, \
Que peut-on déduire géométri-
quement ? N~
2. a) Conjecturer les limites de la X
fonction fen 0 en valeurs supé- = 27> O 2
rieures et en valeurs inférieures.
b) Que peut-on déduire géomé-
triquement ?

c) La fonction f admet-elle une
limite en 0 ? Pourquoi ?

N

Iy

IS

m Soit la fonction f définie par:
X
flx) = xer
e* -1

1. Tracer la fonction f sur votre calculatrice. On prendra
comme fenétre x € [-5; 5] ety € [-1; 6].

2. a) Conjecturer la limite en 0.

b) La fonction fest-elle définieen 0 ?

m Soit la fonction f définie par :
cos(x) -1
f(x) = —

1. Tracer la fonction f sur votréc calculatrice. On prendra
comme fenétre x € [-5; 5] ety € [-2; 2].

2. a) Conjecturer la limite en 0.

b) La fonction f est-elle définieen 0?7

Déterminer odeapo

.................................................

Soit la fonction f définie par:

3x -1

f(x)= ta=2.
(x) 5 eta

Déterminer la limite a gauche et a droite de la valeur a
donnée, en justifiant le signe du dénominateur.

m Soit la fonction f définie par:
1-2x
f(x)=——=eta=-3.
(x +3)?
Déterminer la limite a gauche et a droite de la valeur a

donnée, en justifiant le signe du dénominateur.

m Soit la fonction f définie par :

f(x)= © eta=0.

e¥ -1
Déterminer la limite a gauche et a droite de la valeur a
donnée, en justifiant le signe du dénominateur.

Soit la fonction f définie par :
3x3 +1
(%)=
x+1
Déterminer la limite a gauche et a droite de la valeur a
donnée, en justifiant le signe du dénominateur.

eta=-1

m Soit la fonction f définie par :

f(x)=1x_2

eta=0.

X

Déterminer la limite a gauche et a droite de la valeur a
donnée, en justifiant le signe du dénominateur.

m Soit la fonction f définie par:

2x2 -1

—x—
Déterminer la limite a gauche et a droite de la valeur a
donnée, en justifiant le signe du dénominateur.

f(x)= eta=-1.




Déterminer ot
] ] ’” . ] 2
une limite en l'infini “M0 p.u0

.................................................

Déterminer les limites en +o et —c des fonctions
suivantes en expliquant la méthode utilisée.

1.fx)=x3-5x2-x+2

2.f(x)=1—x+i
x+1

3.f(x)=

x2 -
4.f(x)=e* -2

m Déterminer les limites en + o des fonctions suivantes
en expliquant la méthode utilisée.

1. f(x) =
() 1+ e*
2.f(x)=2x+3
xX-2
2 _
3.f(x)=
() 2x+1

m Déterminer les limites en + % des fonctions suivantes
en expliquant la méthode utilisée.
1.f(x) = 2xx +1
-2
1-VJx
3.f(x)=e¥+x-4
4.f(x)=(2x - 1)e*

2.f(x)=

m Déterminer les limites en + o et —o des fonctions
suivantes en expliquant la méthode utilisée.

_ a3
1. f(x)= X FX
x -1
2.f(x)= 22 +3
X+ Xx
2x2 —x +1
3 f(x)= X X
(%) 3x2+x42
Utiliser ot

un théoreme d'encadrement

..................................................

Soit la fonction f définie sur [0 ; + o[ par : %

f(x)= e 4 cos(x).

1.a) Tracer la fonction fet les fonctions x — e 4etx+— —e 4
sur une calculatrice. On prendra comme fenétre x € [0; 10]
etye[-1;2]

b) Conjecturer la limite de fen + .

2. a) Encadrer la fonction sur [0 ; + o[

b) Confirmer la conjecture de la question 1. b)

Soit la fonction f définie sur R par :
flx) = 2x —sin x
A l'aide d’une inégalité déterminer les limites en + et — oo,

Résoudre une équation -
a l'aide d'une fonction A p.s3

..................................................

Soit f une fonction définie et dérivable sur R.
On donne ci-dessous le tableau de variations de la fonction f
sur R.

1. Montrer que l'équation f(x) = -3 admet une unique
solution sur R.
2.Dénombrer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.

Soit la fonction f définie sur R par:

fix) =23+ 6x2 +9x+ 3
dont les variations sont données par le tableau de variations
suivant.

X —oo -3 -1 400
| |
7 M RN S
3 o0
p / \ /
—00 _‘|

1. Justifier que f est continue sur R.

2. Dénombrer les solutions de I'équation f(x) = 2.

3. a) Justifier que I'équation f(x) = 4 admet une unique
solution a.

b) Déterminer un encadrement de o a I'unité prés.

Une fonction f définie et dérivable sur [1; 13] a pour
tableau de variations le tableau suivant.

&3 1 4 10 13

1. Justifier la continuité de la fonction fsur [1; 13].
2. Dénombrer les solutions de I'équation f(x)=5. Justifier.

3. Justifier que I'équation f(x) = > admet une unique
solution o 2

Une fonction f définie et dérivable sur [-5 ; 5[ a pour
tableau de variations le tableau suivant.

X -5 -2 0 3 5

f 2\_1/3\2/+°°

1. Justifier la continuité de la fonction fsur | = [-5; 5].
2. Discuter, en justifiant, le nombre de solutions de I'équa-
tion f(x) = k selon les valeurs de k.

2 - Limites et continuité 59
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Fonction définie

.................................................

On donne le tableau de variations d’une fonction f.

X —© -2 -1 0 +

I N

1. A partir du tableau de variations, donner les limites

suivantes.
lim f(x)
a) x—-1
x>-1

2

lim f(x)
b) x—-1

x<-1

Q lim f(x)

x—>+%
2. La fonction fadmet-elle une limite en -1 ? Pourquoi ?
3. Que peut-on déduire géométriquement de ces limites ?
4.Tracer une courbe susceptible de représenter la fonction f.
On fera figurer les éléments caractéristiques du tableau de
variations sur la courbe.

On donne le tableau de variations d’une fonction f.

X —® -2 1 + o
+00 +o0 1
0 —-® -

1. Déterminer les asymptotes de la courbe 6.

2. Combien I'équation f(x) = 0, possede-t-elle de solutions ?
Dans quels intervalles se trouvent-elles ?

3.Tracer une courbe susceptible de représenter la fonction f.
On fera figurer les asymtotes a la courbe.

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On
appelle €, la courbe représentative de f. On donne ci-
dessous le tableau de variations de la fonction f sur R.

X —o© 3 +0

1 4

f \_1 7

On donne f(-2) =f(5)=0et f{10) = 3.

1. Dresser sans justification le tableau donnant le signe de
fx) suivant les valeurs du nombre réel x.

2.a) La courbe ‘6,admet-elle une asymptote horizontale ?
Si oui, préciser une équation de cette droite.

b) Justifier que I'¢quation f(x) = 2 admet une unique solu-
tion sur R.

Limite
d'une fonction rationnelle

.................................................

Soit la fonction f définie sur | = R\{-2} par :

f(x)=2x+1.
X+2

1. Déterminer les limites aux bornes de lI'ensemble de
définition I.
2. Interpréter géométriquement les limites obtenues.

m Soit la fonction f définie sur | = R\{1}par :

f(x):x—1+%.

1. Déterminer les limites aux bornes de I'ensemble de
définition I.

2. Interpréter géométriquement les limites obtenues.

3. Vérifier sur une calculatrice la véracité des résultats
obtenus. On pourra prendre comme fenétre x € [-4 ; 6]
ety e [-5;5]

m Soit la fonction fpar :
f(x) = 2:;367*-4

X +2x+1
1. a) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction .
b) Déterminer les limites aux bornes de l'ensemble de
définition /.
¢). La fonction fadmet-elle une limite en -1 ? Pourquoi ?
2. Vérifier sur une calculatrice la véracité des résultats
obtenus. On pourra prendre comme fenétre x € [-6 ; 6]
etye[-3;8]

m On donne trois fonctions et une représentation gra-
phique 6 de I'une d'elles. Retrouver la fonction qui est repré-
sentée en expliquant ce qui permet d'‘éliminer les deux autres.

fi(x)= 1 d| 4 d
(x=T(x+2)
1
A= -2 5 M
1
A= =2

m On donne trois fonctions et une représentation gra-
phique € de I'une d'elles. Retrouver la fonction qui est
représentée en expliquant ce qui permet d'éléminer les
deux autres.

X 1
fi(x)=——
1) x2+1

fz(x)=xe‘x f3(x)=m




Etudier une fonction a laide .

d’'une fonction auxiliaire 8 p.ss
@ On considere la fonction f définie sur =
I=11; +o°[ par:
x3 +2x2
f(x)="——"—.
Lo x? -1

A » Soit la fonction g définie sur R par g(x) = x> - 3x - 4.
1. Etudier les variations de la fonction g.

2. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solu-
tion o dans l'intervalle [1; 3].

3. Donner le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

B» Onadmetquesurl:
xg(x)
(x2 =12
1. Calculer les limites de fen + o eten 1.
2. Déterminer le signe de f’(x) sur | puis dresser le tableau
de variations de f.

f'(x)=

m Soit la fonction f définie sur R par : 5=

fx)=(2x-5)(1-e™).
A » Soit la fonction g définie sur R par :

glx) =2e*+2x-7.

1. Déterminer les limites de g en - et en +,

2. Montrer que la fonction g est croissante sur R.

3. a) Justifier que I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution a dans R.

b) Montrer que o € [0; 1].

Déterminer une valeur approchée de 0.3 1073 prés a l'aide
d’une calculatrice.

4. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

B » 1. Déterminer les limites de fen - et en +,
2.0n admet que:

f'(x) = gx)e™
Déterminer le signe de f’(x) sur R puis dresser le tableau
de variations de la fonction fsur R.
3. Tracer la fonction f sur une calculatrice.
On pourra prendre comme fenétre x € [-2;5] et y € [-3 : 5].
4. Résoudre graphiquement sur la calculatrice I'inéquation
fix) > 2 sur R.
On donnetra la solution avec une précision a 1072 prés.

d'entrainement

()
On consideére les fonctions f m

et g définies et dérivables sur l'intervalle [0 ; 8] par :

P X3 4x?
f(x)=—+1¢et glx)=—-——-x+18.
(x) 3 g(x) 5709

A > 1.0n donne les courbes représentatives 6, et %g.

o 1 2 3 4 5 6 7

Lire avec la précision du graphique une valeur approchée

des coordonnées du point E.

2. Pour déterminer de fagon plus précise les coordonnées

du point E, on pose la fonction h définie sur [0 ; 8] par :
h(x) = flx) - g(x).

a) Montrer que le probleme consiste a résoudre h(x) = 0.

b) On admet que la fonction h est croissante sur [0, 8].

Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une unique solution

asur[0;8].

c) A l'aide d’une calculatrice, donner une valeur de o au

centiéme.

B » Les fonctions f et g modélisent respectivement l'offre
et la demande d'un produit :

- f(x) est la quantité, exprimée en milliers d'articles que
les producteurs sont préts a vendre au prix unitaire de x
centaines d'euros ;

+ g(x) est la quantité, exprimée en milliers d'articles, que les
consommateurs sont préts a acheter au prix unitaire de x
centaines d'euros.

On appelle prix unitaire d'équilibre du marché la valeur de x
pour laquelle l'offre est égale a la demande.

1. Quel est, exprimé
a l'euro pres le prix
unitaire d'équilibre
du marché?

2. Quel est, arrondi
ala centaine d'articles
pres, le nombre d'ar-
ticles correspondant
a ce prix d'équilibre ?

2 » Limites et continuité

61



d'entrainement

Economie

m La fonction m

de demande d’un produit électronique de type oreillette
bluetooth est modélisée sur [0 ; + [ par la fonction f définie
par: flx) = 1 000(x + 5) e 02,

ou f(x) représente la quantité d'objets demandés lorsque
le prix unitaire est de x €.

En dessous de
quel prix unitaire,
arrondi au au cen-
tieme, la demande
est-elle supérieure
a3 000 objets ?
Exposer a l'oral la
réponse a cette
question.

Méthode de dichotomie
m Soit la fonction g
définie sur R par: f(x) = x3 - 3x - 4.

1. Etudier les variations de la fonction .

2. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution
o dans l'intervalle [1; 3].

3.0n veut obtenir un encadrement de o.. On procéde alors
par dichotomie, c’est-a-dire qu'on partage l'intervalle [1,3]
en deuxintervalles |, =[1; 2] etl,=1[2;3].

a) Calculer f(2). Dire pourquoi o se trouve dans l'intervalle I,

b) On réitere le procédé en partageant l'intervalle |, en deux

intervalles : ;= 2;§ etl,= E;3 . Calculer f 2 .
2 2 2

Dans quel intervalle, I ou I, se trouve o ?
4. 0n décide d’automatiser ce procédé pour que o se trouve
dans un intervalle d’amplitude inférieur a1073.

On donne le programme en Python " incomplet suivant.

1 def £(x):

2 return ...

3 def dicho(a,b):

4 n=0

5 while b-a>=...
6 c=(a+b) /2
7 if £(a)*f(c)<0:
8 b=...

9 else:

10 ...=C

11 n=n+1

12 return a,b,n

a) Compléter I'algorithme pour qu'il calcule la valeur de f(x)
et qu'il réitere le procédé.

b) Que représente la variable n ?

c) Rentrer ce programme dans la calculatrice et donner un
encadrement & 1073 de la valeur o.. En combien d'itérations
est-il obtenu ?

60 | Il s'agit de déterminer Algo =

une valeur approchée de I'équation x3 + x — 1 = 0 par une
méthode de dichotomie.

1. 0n pose la fonction f définie sur R par :
flx) =3+ x- 1.

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution
asurRetquea €[0;1].

2. 0n veut obtenir un encadrement de o.
On procede alors par dichotomie, c'est-a-dire qu'on partage

lintervalle [0; 1] en deux intervalles |, = [O ; ﬂ etl, = B o 1}.

a) Calculer f(l)
2

Dire pourquoi o se trouve dans l'intervalle |,

b) On réitere le procédé en partageant l'intervalle I, en deux

intervalles : 1, = [l ;3] etl, = F ; 1}
24 4
Calculer f(ij
4

Dans quel intervalle, |5 ou |, se trouve o ?

3.0n décide d'automatiser ce procédé pour que o se trouve
dans un intervalle d’amplitude inférieure 31073,

On donne le programme en Python " suivant.

1 def £(x):

2 return x**34x-1

3 def dicho(a,b):

4 n=0

5 while b-a>=10%** (-3):
6 c=(a+b) /2

7 if f£(a)*f(c)<0:
8 b=c

9 else:

10 a=c

11 n=n+1

12 return a,b,n

a) Que représentent les paramétres a et b de la fonction
dicho?

b) Quelles valeurs doit-on utiliser pour a et pour b lorsqu’on
demande a exécuter la fonction dicho pour résoudre f(x) = 0.
c) Que représente la variablen ?

d) Expliquer les lignes 7, 8,9, 10 du programme.

e) Rentrer ce programme dans votre calculatrice et donner
un encadrement a 10-3 de la valeur o.

En combien d'itérations est-il obtenu ?

f) Que faut-il modifier pour avoir un encadrement 31076 ?

Donner alors cet encadrement ainsi que le nombre d'ité-
rations nécessaires.



m Production

Economie

Une usine qui fabrique un produit A, décide de fabriquer un
nouveau produit B afin d’augmenter son chiffre d’affaires.
La quantité, exprimée en tonnes, fabriquée par jour par
I'usine est modélisée par les fonctions f, pour le produit A,
et g, pour le produit B, définies sur1=[0; 14]

f(x) = 2000e %% et g(x) = 15x2 + 50x
ou xest la durée écoulée depuis le lancement du nouveau
produit B exprimée en mois.
Leurs courbes représentatives respectives ¢, et Cég sont
données ci-dessous.

3000

10 11 12 13 14

O+——"1—"+—"1+—"+—
01 2 3 4 5 6

7 8 9
1.Sur le graphe, qu'a-t-on représenté en abscisses ?
en ordonnées ?
Par lecture graphique et avec la précision permise par le
graphique, déterminer la durée nécessaire pour que la
quantité de produit B dépasse celle du produit A.
2. Pour tout nombre réel x de l'intervalle | on pose :
h(x) = f(x) - g(x).

On admet que la fonction h est dérivable sur I.
a) Que modélise cette fonction dans le contexte de
I'exercice ?
b) Montrer que, pour x € | :

h’(x) = ~400e~%%* - 30x -50.
c) En déduire que la fonction h est décroissante sur .
d) On donne h(0) =2 000 et h(14) =-3 518.
Justifier que I'équation h(x) = 0 admet une unique solution
o sur | et donner un encadrement d’amplitude 0,1 de o.
e) Résoudre alors g(x) > f(x) et retrouver le résultat de la
question 1.

bilan_

N3 Taux d’alcoolémie m
A » Soit la fonction fdéfinie sur1=1[0; 12] par :
flx) = 2xe™.

1. Déterminer f’(x) sur l'intervalle I.

2. Dresser le tableau de variations de fsur l'intervalle I.

3. Démontrer que I'€quation f (x) = 0,5 admet deux solutions
dans I. Donner a l'aide de la calculatrice une valeur appro-
chée au centiéme de chacune de ces solutions.

B » Le taux d’alcoolémie d'une personne pendant les
12 heures suivant la consommation d'une certaine quan-
tité d'alcool est modélisé par la fonction f:

e xreprésente le temps (exprimé en heures) écoulé depuis
la consommation d‘alcool ;

o f(x)représente le taux d'alcoolémie (exprimé en g-L™") de
cette personne.

1. a. Décrire les variations du taux d’alcoolémie de cette
personne pendant les 12 heures suivant la consommation
d‘alcool.

b. A quel instant le taux d'alcoolémie de cette personne est-il
maximal ? Quelle est alors sa valeur ? Arrondir au centieme.
2.Le Code de la route interdit toute conduite d’un véhicule
lorsque le taux d'alcoolémie est supérieur
ouégala0,5g-L7".

Une fois I'alcool consommé, au bout de .
combien de temps le taux d'alcoolémie

de I'automobiliste reprend-il une valeur

conforme a la législation ?

NEN Chute libre
La vitesse d’un(e) parachutiste en chute libre, avant qu'il
(elle) actionne son parachute est modélisée par :

v(t) = 50(1-e~92)
ou v(t) est la vitesse, en m-s~!, du (de la) parachutiste en
fonction du temps en secondes.

1. Quelle est la vitesse du (de la) parachutisteat=07?

2. Déterminer [im v(t).
t—+o0

3. Calculer v(t) puis dresser le tableau de variations de la
fonction vsur [0 : +of.

4. Interpréter ce tableau de variations du point de vue du
(de la) parachutiste.

5. Dans un article consacré a la découverte du saut en pa-
rachute, on peut lire : « Dés la sortie de l'avion et au début
du saut, la vitesse de chute augmente trés rapidement puis
la vitesse se stabilise aux alentours de 200 km/h. »
Justifier le propos de cet article.

2 » Limites et continuité
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() 2 a
I Bénéfice B Economie ml)

Une entreprise est spécialisée dans la production et la vente
de peinture éco-responsable.

La production quotidienne varie entre 0 et 800 litres.
Toute la production est vendue. Les montants de la recette
et du colit sont exprimés en dizaine d’euros.

1. Le graphe ci-dessous modélise les recettes et les colts
de production de I'entreprise.

a) Que représentent les abscisses sur le graphe ?

b) Que représentent les ordonnées sur le graphe ?

800+
700+
600+
500+
400
300+
200+
100+

o+—t—"F—F—F—1—+—

0 1 2 3 4 5 6 7

Recette

Colt de production

X

2. A l'aide du graphe, déterminer a partir de combien de
litres de peinture vendus l'entreprise réalise un bénéfice.
3. Le bénéfice en dizaine d’euros correspondant a la vente de
x centaines de litres de peinture est donné par la fonction f
définie sur l'intervalle [0 ; 8] par :

flx)=25x — 150e~0->*1
a) Donner les valeurs exactes de f(0) et de f(8), puis en
donner les valeurs arrondies au centiéme.
b) Montrer que la dérivée f* de la fonction f définie sur
I'intervalle [0; 8] est :

f/(x) = 25 + 75e705¥+1,
c) Déterminer le signe de f’(x) et en déduire les variations
de fsur[0; 8].
d) Justifier que I'€quation f(x) = 0 admet une unique solution
a sur l'intervalle [0 ; 8] puis en donner la valeur arrondie au
centieme.
e) A l'aide d’une calculatrice, donner une valeur de o.a 103
pres. On expliquera la méthode utilisée.
f) En déduire la quantité de peinture produite et vendue a
partir de laquelle I'entreprise réalisera un bénéfice. Donner
le résultat au litre pres.

Algo £ m

K33 plant de mai's
On s'intéresse a l'évo-
lution de la hauteur
d’un plant de mais en
fonction du temps.

On décide de modé-
liser cette croissance
par une fonction
logistique du type :

PO = peooit

ou h(t), en métres, représente la hauteur du plant en fonction
du temps t, en jours.
Les constantes a et b sont des réels positifs.
On sait qu'initialement, pour t =0, le plant mesure 0,1 m et
que sa hauteur tend vers une hauteur limite de 2 m.
1. Déterminer les constantes a et b afin que la fonction h
corresponde a la croissance du plant de mais étudié.
2.0n suppose que la fonction h est croissante sur [0 ; +°[.
a) Montrer que I'équation h(t) = 1,5 admet une unique
solution t,.
b) A l'aide d’un algorithme, donner, au jour prés, le temps
nécessaire pour que le plant de mais atteigne une hauteur
supérieure a 1,5 m.

D’aprés Bac Pondichéry 2013

EZ3 population de grenouilles m

Un groupe de scientifiques, des spécialistes en environne-
ment et des biologistes, étudient I'évolution d'une popu-
lation de grenouilles autour d’un étang.

Les biologistes estiment que le nombre de grenouilles pré-
sentes autour de |'étang peut étre modélisé par la fonction
P définie sur l'intervalle [0 ; + o[ ou t est le temps écoulé en
années depuis 2018 :

P(t) = 1000

0,4+3,6e705t"

1. Etudier les variations de la fonction P sur [0 ; +<[.

2. Déterminer la limite de la fonction P en + .

3. Montrer qu'il existe une unique valeur t, € [0; + [ telle
que P(t,) = 2 000. Déterminer cette valeur a 107" prés.

4. Selon ce modele, déterminer au cours de quelle année
la population de I'étang aura dépassé pour la premiére fois
les 2 000 grenouilles.




CONTINU

Calculs avec les limites

Par somme, produit et quotient
sauf dans les cas de forme
indéterminée :

Cas n°® 1 «+0o0 —o0», alors mettre
la fonction sous la forme d’'un
produit.

Cas n® 2«0 x o, alors mettre
la fonction sous la forme d'une
somme.

Casn°3«9 », alors simplifier la
0

fonction ou passer par le nombre
dérivé.

0]
Cas n°4 « _ », alors mettre en

0]

facteur le terme prépondérant.

Limites des fonctions de réference

¢ Limites en l'infini

x—a
x<a

lim f(x)=-o

f(x) x? | a3 X" Jx e
lim f(x) +osia>0
e R i *® 1 osia<o
lim f(x) 400 | —oo | TOsinpair | Non [ 0sia>0
oo —oosi nimpair | définie| —owsi g<0
¢ Limites en zéro
f(x) = — — _
x XN Jx
lim f(x)
x—0 +00 +00 +00 +oo
x>0
lim f(x) | _ o | ;o | *% si n pair Non
*0 —o0 si nimpair définie
x<0

Théoréme des valeurs
intermédiaires

fest continue et strictement monotone sur [a; b].
Pour tout k compris entre f(a) et f(b), f(x) = kadmet une

unique solution c dans l'intervalle [a; b].

Limites par comparaison

o limf(x)=0

x—a

e fcontinue en a

o fdérivable sur | = fest continue sur .

o fdiscontinue en a

2 » Limites et continuité
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| Je dois étre capable de... )

P> Conjecturer et vérifier une limite

P> Déterminer une limite

P> Résoudre une équation a I'aide d’une fonction

P> Etudier une fonction a l'aide d’une fonction auxiliaire =

Preparer le BAC @LEEHE

H
MgE
H

&
““ B
N R

)
H
>

S,
H
>

&
H
>

M,
B

M,
[

=
]

Jhode

i

B

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

Si la fonction fadmet comme limite
2 en - alors la courbe <6f admet une
asymptote d'équation :

Soit f(x)=2 - 1 alors la courbe G,

X
admet une asymptote d'‘équation :

lim -2x2+3x+5estégalea:

Xt

lim 1-2

x—TF X =

lim e 02~ est égale a:

X—=00

2
lim 2x7 - x

xX—>—®© 1—X2

X ) s
] estégalea:

estégalea:

Soit f définie par le tableau suivant.
L'équation flx) =1:

X |- 0 +00

0 o0
f \_1/7+

Soit f définie par le tableau suivant.
L'équation f(x) =0

X |- 1 3 +00

f +°°\_1/'3\1

Donner une valeur approchée a 107"
prés par défaut de la solution de I'équation
KB+2x-1=0.

8/

x=2 y=2
x=0 y=2
+ 0 5
—o0 0
0 —o0
+ 00 —
n‘admet pas admet
de solution une solution
sur R. unique sur R.
n‘admet pas admet
de solution une solution
sur R. unique sur R.
03 04

Parcours d'exercices |

1,2,25,26,3,4,31,32,5,6

7,8,37,38,9,10, 41, 42, 14, 15,
50,51

12,13,43, 44

16, 17, 55, 56

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c02-05

=2 y=-2
= 0 x=2
2
— —00
2
-2 400
+0 e0?
-2 2
admet admet
2 solutions 3 solutions
sur R. sur R.
admet admet
2 solutions 3 solutions
sur R. sur R.
0,5 0,6
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CONTINU

Asymptote

On donne la courbe ‘6,d’une fonction f.

J

| |
w N

| |

T T

1.Donner [im f(x)et lim f(x)-
x—>+%° x—>—%°

2.6 .admet-elle une asymptote ? Si oui yode
f &
a quel endroit et quelle est son équation ? & 1] p. 45

Limites

On donne le graphe représentant la courbe 6, d’'une
fonction f.

J
3L
2L
1+
1 1 1 1 1 Ix
S h ot A4
2+

Répondre aux questions a I'aide du graphique.
1.a) Donner lim f(x)et lim f(x).

xX—+®© X—>—
b) Donner lim f(x)et lim f(x).
x—-1 x—-1
x<-1 x>-1
c) Donner lim f(x).
x—2
2. Donner les asymptotes éventuelles o50de

s 1

Ensemble de définition et limites

Soit la fonction f définie par :
3x-4
f(x)= .

aux endroits de 6.

1. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f.
2. Déterminer les limites aux bornes god. oSode
de I'ensemble de définition. *Ap.w7 A p.s1

Calcul de limites (1)
Déterminer les limites suivantes.
4x-3 x+4
lim o2 SR
Y M 4 A b w7 8 s

Calcul de limites (2)

Déterminer les limites suivantes.
a) lim x3-2x+5
X—>+0©
o 2x2-x+1
b) lim -
x—-0Xc+5x-2
. 3x+5
c lim 5
x—-1 X+ X
x<-1

x 1 Jhode Jyode

d) lim &= s 2 TR 5 T

x—-oer +2

Calcul de limites (3)

Déterminer les limites suivantes.

a) lim sinx e*
x—=0

cosx SR
b) lim <5 A .09
x>+ e¥
Solution d’une équation =

Soit la fonction f définie sur | =[0; + o[ par:
f(x)=e¥-x-3.

Onadmet que lim f(x)=+c.
X—>+00
1. Déterminer les variations de la fonction f sur | puis

dresser son tableau de variations.

2. a) Montrer que I'équation f(x) = 4 admet une unique
solution o sur I.

b) Vérifier que o € [2; 3] puis déterminer

par balayage d'une calculatrice ayode

un encadrement de o au dixiéme. E p. 49

Etudier une fonction

Soit la fonction fdéfinie sur /=1[0; 5] par : %
flx) = =%
1+ x3
Soit la fonction g définie sur | par :
g(x) =2x3-3x2- 1.

1. a) Déterminer la fonction dérivée g’ puis dresser le
tableau de variations de la fonction g sur I.
b) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution o dans I.
c) Vérifier que oo € [1; 2] puis déterminer par balayage
d’une calculatrice un encadrement de o au dixiéme.
d) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
2. a) Déterminer la fonction dérivée f’et montrer que :
, g(x)

f'(x)= I
b) Déterminer le signe de f’sur | puis dresser  youe
le tableau de variations de la fonction fsur 1. = p.53

2 - Limites et continuité 67



Convexite

© VIDEO WEB

Courbes et vitesse
L es montagnes russes sont lienmini.fr/maths-c03-01

impressionnantes. Le Thunderhead
Roller Coaster est une des plus populaires
aux Etats-Unis, qui présente 22 virages
et une pente maximale de 60°.
Comment déterminer

les endroits ou la vitesse
du train sera la plus grande ?




[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c03-02 S é Ssalm ath

1) Déterminer un nombre dérivé
1. On considére une fonction dont y
la courbe représentative 6, est donnée 21
ci-contre. T
a) Graphiquement, déterminer f'(0), f(0),
f’(1) et f(1).
b) Graphiquement, déterminer "
les abscisses pour lesquelles 5 4 0 5
la tangente a ‘€ est horizontale.
2. Soit g la fonction définie sur R 6;
par g(x) = x3. T,
a) Calculerg’(3) et g’(-3). 2
Que remarquez-vous ? Justifier.
b) Déterminer I'abscisse positive a pour laquelle g’(a) = 12.

|
-

|

T

¥) Déterminer une équation de tangente
1. Soit fla fonction définie sur R par f(ix) = x2 + 3x + 1 et 6;sa courbe représen-
tative dans un repeére orthonormé.
a) Calculer f'(2) et f(2).
b) En déduire ¢quation de la tangente a la courbe ‘6 au point d'abscisse 2,
notée T,.
2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e*. Déterminer l'équation de la
tangente a la courbe ‘69 au point d’abscisse 0, notée T,.

£) Calculer des dérivées
Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a)f(x) = §x3 +3x b) glx) = 4x -~
X
24X
) h(x) = xe* d) ,'(x)zL"'3
x+5

'Y Etudier des tableaux de signes
1. On considere deux fonctions f et g définies sur R dont on donne les tableaux

de signes.
X —o 3 400 &5 —o0 -2 + 00
Signe : Signe ‘
- - 0
de f(x) o F de gl C T

Dresser le tableau de signes de fx g.
2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = (x2-9)(3x + 4).
Dresser le tableau de signes de la fonction h.

Y Calculer la dérivée de x— f(ax + b)
1. Soit f la fonction définie par f(x) = e 3*+1. Calculer f'(x).

2. Soit g la fonction définie par g(x) = \/-2x + 1. Calculer g’(x).

3 - Convexité 69
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Y
TICE 15‘min

n Differencier courbes, sécantes et tangentes

1. A l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, tracer dans un repére la courbe 6, représentative
de la fonction f: x> 3.

2. Placer deux points A et B d'abscisses négatives et tracer le segment [AB] (aussi appelé sécante).
Comment est situé ce segment par rapport a la courbe €, ?

3. Méme question que précédemment avec deux points C et D d’abscisses positives puis avec le point E
d'abscisse -2 et le point F d'abscisse 2.

4. Pour tout point M de ‘Gf, on note T, latangente a ‘Gfau point M. Tracer T, Tg, Te, T, Tp et T

Donner la position de chaque tangente par rapport a ‘6.

5. 0n dit que M est un point d'inflexion pour 6,si T, traverse ‘¢, en ce point. Existe-t-il un point d'inflexion
pour 6ici ? Si oui, lequel ?

6. Faire une synthese des résultats obtenus.

!‘ Coupldelpouce]

® Pour chaque question, bien distinguer les intervalles ]-o; 0] et [0 ; +2°[.
* Pour la derniere question, s'aider d'un tableau a deux colonnes présentant les résultats pour chaque intervalle.

“» Cours1p.72et3p. 76

: ea Theme €)
B Etudier une fonction de production

Jeff est couturier. Il crée sa propre entreprise et, aprés avoir fait faire des
études de marché, il décide de produire au maximum 100 piéces par an.
L'entreprise en étant a ses débuts, il projette d'augmenter sa production au
fur et a mesure, mais se fixe un objectif d'au moins 50 piéces pour la 1€ année.
On modélise la production semestrielle de cet artisan par une fonction f
de la variable t ou t est le temps hebdomadaire en heures qu'il consacre a
produire des piéces, f est donc définie sur R .

1. On considere que f est définie par la relation f(t) = ZO\E.

a) Au 1¢" semestre, Jeff se consacre entierement aux papiers administratifs et
ne produit rien. Au 2" semestre il décide de rattraper ce retard en consacrant
20 heures hebdomadaires a la production. Calculer la production obtenue
en fin d'année. Cette stratégie semble-t-elle efficace ?

b) Méme question que précédemment en considérant 10 heures de travail
consacrées a la production pour le 16" semestre et 10 heures de travail
consacrées a la production pour le 2" semestre.

¢) Soit t un réel de [0 ; 1]. Etablir une inégalité entre tf(4), (1 — t)f(16) et
fitx4+(1-t)x16).

d) Tracer les tangentes & ¢ .en diffé- l‘ (Couplde]pouce]

rents points. Quelle est leur position e Calculer {0) puis f(20) et faire la moyenne des deux résultats obtenus.
par rapport a (@f? e La stratégie est efficace si la production moyenne obtenue est supérieure a 50.

2. Reprendre la question 1. en
o o . 4,
considérant que f est définie par la relation f(t) = 2—5t .

3. D’apres 1. et 2. quelle stratégie devrait adopter Jeff ? Quelle(s) différence(s) existe-t-il entre les fonctions
des questions 1. et 2.? “ Cours1p.72




b
TICE 10 min

B Manipuler dérivées premiére et seconde

1. On considére la fonction cube f: x+> x3.
a) Déterminer l'expression de f’(x), ou f* désigne la fonction dérivée de f.

b) Dresser les tableaux de variations et de signes de la . . .

) , ilisant : o2 X appartient 1-0; 0] [0; +00]
fonction f” en utilisant vos connaissances sur x . 3 lintervalle
2.0n note f” (et on lit « f seconde ») la fonction dérivée - g det g et

. , ecantes -
de |a fonctlon f . en aessous de f au-aessus ae f
Déterminer le signe de f”. Tangentes au-dessus de €, | en dessous de €,
3. Recopier et compléter le tableau ci-contre. Variations de f’
. s . o

4. On dit que M est un po.lnt d'inflexion pour 6, si f”(x) Signe de F(x)
change de signe en ce point. :
Existe-t-il un point d'inflexion pour 6ici ? Si oui lequel ? Fonctionf... concave convexe

“> Cours2p. 74 et3p.76

S i &
Reconnaitre une courbe de Lorenz

On appelle courbe de Lorenz la représentation graphique d’une fonction L vérifiant les conditions suivantes :
o | est définie et croissante sur[0; 1],
e [(0)=0etL(1)=1,
e pour tout xde [0; 1], L(x) < x.
1. Soit fla fonction définie sur [0; 1] par :
f(x)=§x+L—1.
2 x+1
a) Déterminer la dérivée de f notée f'.
b) Dresser le tableau de variations de fsur [0; 1].
c) Déterminer le signe de x — f(x) sur [0 ; 1]. Démontrer que f(x) < x sur[0; 1].
2. Soit g la fonction définie sur [0; 1] par :
glx)=e*-(e-2)x-1.
a) Calculer g’(x). En déduire le sens de variation de g sur [0; 1].
b) Calculer g(0) et g(1).
¢) On pose h(x) = x - g(x). On donne ci-dessous le tableau de signes de h’(x).

X 0 In(e-1) 1

Signe de h’(x) + 0 -

En déduire le tableau de variations de h (on précisera I'arrondi a 0,1 de h(In (e - 1)) puis que pour tout xde [0; 1],
glx) < x.

3. En déduire que les courbes représentatives de f et de g sont toutes deux des courbes de Lorenz.

D’apres Bac ES Métropole 2003
“» Cours 2 p. 74
J

3 - Convexite 71



Cours

o Convexite d’'une fonction

bEME Sécante

Soit fune fonction et 6;sa courbe représentative dans un repére. 3
Soit A et B deux points de 6, alors la droite (AB) est appelée sécante de €. B

@, A

PEATRE

hENLH Convexité et concavité

Soit fune fonction et 6, sa courbe représentative dans un repére. On dit que :
(@ fest convexe sur un intervalle | si, pour tout réel x de |, €, est en dessous de ses sécantes.
(@ fest concave sur un intervalle | si, pour tout réel x de |, ‘6, est au-dessus de ses sécantes.

Fonctions usuelles

La fonction x — +/x est concave. Les fonctions x+— x2 et x— e* sont convexes.

La fonction x> x3 est convexe sur R ,etconcavesurR..

® Exemple

Soit fla fonction cube définie sur R par f(x) = x3 et “6¢sa courbe représentative
dans le repére ci-contre.

Alors le segment [CD] est au-dessus de la courbe 6 pour x positif donc fest
convexe sur R, et le segment [AB] est en-dessous de la courbe €, pour x négatif
donc fest concave sur R _.

Position par rapport aux sécantes

* Si fest une fonction convexe sur un intervalle | alors pour tous réels x et y de | et pour toutt €[0; 1]ona:
fitxe+ (1 -1)y) < tfo) + (1 - Of(y)

* Si fest une fonction concave sur un intervalle | alors pour tous réels x et y de | et pour toutt €[0; 1]ona:
fltx+ (1 - 1)y) = thix) + (1 - O)f(y)

Démonstration

Soit deux réels x et y et soit t un réel de [0; 1]. Soit A(x; flx)) et B(y; f(3)). Alors le point
Mitx+ (1 -1)y; tflx) + (1 - )f(y)) appartient au segment [AB], sécante de 6.

fétant convexe, cette sécante est située au-dessus de 6;.

M est donc situé au-dessus du point N(tx+ (1 - t)y; fitx + (1 - 1)y)).

Dou fltx+ (1 - 1)) < tflx) + (1 - D).

(CRemarque Si les inégalités précédentes sont strictes, on dira que f est une fonction
strictement convexe ou strictement concave sur I.

Concavité

fest convexe sur | si et seulement si —f est concave.

T Exemple Soit fla fonction définie sur R par f(x) = —e*. La fonction x— e* est convexe, donc f: x— —e* est
concave.

72
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Les rendez-vous

,G\Ode Lire les intervalles ou fest convexe

Exercices

I ou concave sur sa représentation graphique

0000000000000 000000000000000 0

Enoncé

eeccccccccccccccccToccce

On considére une fonction f définie sur [0 ; 8] dont la représentation graphique est donnée ci-dessous.
Déterminer graphiquement le (ou les) intervalle(s) ou f est convexe puis celui (ou ceux) ou fest concave.

Sur [0; 2,4], la courbe de f est au-dessus de ses sécantes donc f est concave

sur cet intervalle.

De méme sur [2,4; 8], la courbe de fest en dessous de ses sécantes donc f

est convexe sur cet intervalle. ﬂ

A vous de jouer ! |,

A l'aide de la représentation graphique ci-dessous,
déterminer les intervalles ol f est convexe, ou f est concave.

J
1
0,5
4_4"‘==\u X
g’ —056‘ 05 1 15

n Al'aide de la représentation graphique ci-dessous,
déterminer les intervalles ol fest convexe, ou f est concave.

—20-15-10 5 0| 5

N Conseils & Méthodes

ﬂ Repérer la position des sécantes par
rapport a la courbe. Si elles ne sont
pas apparentes, se servir d'une regle
et la déplacer le long de la courbe.

0000000000000 000000000000000000000000 o°

e®00cccccccos
ee0c0cccccce

n A l'aide de la représentation graphique ci-dessous,
déterminer les intervalles ol fest convexe, ou f est concave.

X

—=1/—c;,so| oEs 1 155

A l'aide de la représentation graphique ci-dessous,
déterminer les intervalles ol fest convexe, ou f est concave.

15

0,5

) Exercices 31a34 p. 82

3« Convexité 73
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Cours

e Fonction convexe et dérivées premiére et seconde

Fonction convexe, fonction concave
Soit | un intervalle réel.
Soit fune fonction deux fois dérivable sur | et f” sa fonction dérivée.
o f est convexe sur |, si et seulement si, pour tout réel xde |, f’ est croissante.
o f est concave sur |, si et seulement si, pour tout réel x de |, f* est décroissante.

® Exemple

Soit fla fonction définie et dérivable sur R. 3

On a dressé le tableau de variations

de la fonction f”.
Variations de f’
Alors fest concave sur - ; 3] et convexe 0

sur[3;+oo[.

Dérivée premiére de fonctions de référence

Soit u une fonction dérivable sur I, de dérivée u’ alors les fonctions u? et eV sont dérivables sur | de dérivées :
(' =2v'u
et (eY) =u'e".

Exemples

@ Sifix) = (x2 - 7x+ 2)2alors f(x) =2(2x - 7)(x® - 7x + 2)
@ Sigl) =e™ Talors g’(x) = 7€’

(3 Sih(x) =e* alors h’(x) = 5x%*°

b Dérivée seconde

Soit f une fonction supposée deux fois dérivable sur | et f’ sa fonction dérivée.
On appelle dérivée seconde de la fonction f, notée f”, la dérivée de f'.

Exemple
Soit fla fonction définie (et dérivable deux fois) sur R par I'expression f(x) = x3 + 4x% + 5x + 1.

Alors f/(x) =3x2+ 4 X (2x) + 5=3x2+ 8x+ 5 et f’(x) = 6x+ 8.

(CRemarques
(1) La dérivée seconde d’'une fonction affine est toujours nulle.
(2) La fonction exponentielle est égale a sa dérivée, donc a sa dérivée seconde également.

WL Convexité et dérivée seconde
Soit f une fonction supposée deux fois dérivable et f* sa fonction dérivée.
o fest convexe sur | si et seulement si, pour tout réel x de I, f” est positive.

e fest concave sur | si et seulement si, pour tout réel x de |, f” est négative.

Démonstration
f" est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f” est positive (resp. négative).
Donc fest convexe (resp. concave) si et seulement si f” est positive (resp. négative).



W Les rendez-vous

Méthodes -
fenminifymathsc0303 D2 SAMMALH

0de
Q’ -
2 Etudier la convexitée de fa partir des variations de

Enoncé

Soit f une fonction deux fois dérivable et f’ sa dérivée
dont on donne le tableau de variations ci-contre.

1. Déterminer les intervalles pour lesquels f est convexe 88
puis ceux pour lesquels f est concave. Variations de f’ / \ /
2. En déduire le signe de la fonction ”, dérivée seconde de f. -162

m Conseils & Méthodes

Identifier si le tableau concerne f, f’
ou f” pour adopter la bonne stratégie.

X - -2 3 +o0

1. " est décroissante sur [- 2 ; 3] donc f est concave sur cet intervalle.

De méme f” est croissante sur ]~ ; ~2]U[3 ; +o°[ donc f est convexe
ﬂ f” est croissante si et seulement si f”

est positive.

sur cet intervalle.

ececccccccce,
®ecccc0c0coce

2.f"(x) < Osur [-2; 3] et {"(x) = 0 sur J-o0; -2]U[3 ; +oo[. ﬂ e eeeeesencecsancscsancscsansscssnnsns s
E] Etudier la convexité de f a I'aide du tableau ci- ﬂ Etudier la convexité de f & I'aide du tableau ci-
dessous. dessous.

X - 0 1 +o0 1
x - 7 +0

Signe de f”(x) - 0 + 0 -

1 Signe de (x) - 0 +

Variations de f’ \ / 6 \ Variations de \ 1 /

0 8
) Exercices 35a 41 p. 82
xode
En Etudier la convexité de fa partir du signe de f”
Enoncé

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %x3 - %xz +2x+1.

Déterminer le (ou les) intervalle(s) ou f est convexe, puis celui (ou ceux) ou f est concave.

m Conseils & Méthodes

Cette fonction est deux fois dérivable sur R : f/(x) = x> - 3x + 2 ﬂ Calculer f”(x).

etf”(x) = 2x-3. ﬂ Déterminer son signe.

3
*fx)=02x-3=0x= > ﬂ Donc f est convexe sur B i +°°[~ ﬂ En déduire la convexité de f.

ecccccccccce
®ecccccccccce

®e0c000000000000000000000000000000000000 o

3 3
e X)<0o2x-3<0sx<= FD t —00; =
I(E) > ﬂ onc fes concavesur] oo,z] ﬂ

A vous de jouer ! |,

Etudier algébriquement la convexité de la fonction f ‘ n Etudier algébriquement la convexité de la fonction f
définiesur Rpar:  flx) =xe™. définie sur [R: par f(x) = \/; —3e¥t2,
) Exercices 42 a 46 p. 82
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Cours

e Tangente et point d’inflexion

Dérivée seconde et tangente

Soit f une fonction supposée deux fois dérivable sur | de dérivée seconde f”.
Si f” est positive sur |, alors la courbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes.

® Démonstration

Soit ¢ la fonction définie sur | par la différence entre la fonction et sa tangente. Démonstration !
lienminifr/maths-c03-04  [m]3

Do) = o) = (F (o) (e =) + Floxg)) = o) — £ (o )oe + 7o) 3 — Floxy)
Alors ¢ est dérivable comme somme de fonctions dérivables et, en notant ¢’
sa dérivée, on obtient :

000 =) = F'(xg) + 0= 0 =F(x) - ().

Or f” est positive donc f” est croissante. D'oU :

X —o0 Xy + o0
six = x alors f'(x) = f(x) donc ¢’ (x) = 0. ) )
six < x alors f'(x) < f'(x,) donc ¢ (x) < 0. Signe de ¢'(x) B !
De plus, d(xy) = flxy) — F'(xg) X + F/(x) X, — fxeg) = 0. Variaionsde¢ T o _—

On obtient le tableau de variations ci-contre.

Dong, pour tout réel x de J, ¢(x) = 0 donc fix) = f"(x)(x - x;)) + flxy) autrement dit, la courbe représentative
de fest au-dessus de ses tangentes.

Conclusion : si f” est positive, alors la courbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes.

(CRemarques
(1) Si f” est négative sur |, alors la courbe représentative de fest en-dessous de ses tangentes.
(2) Attention a la réciproque, une fonction convexe n'est pas obligatoirement deux fois dérivable.

Point d'inflexion

Soit fune fonction deux fois dérivable sur un intervalle | et 6, sa courbe représentative sur cet intervalle
dans un repéere orthonormé.

Soit A un point de 6, et T, la tangente a ‘6,au point A.

On dit que A est un point d'inflexion pour ,si, au point A, la courbe 6 traverse T,.

Exemple y

Soit fla fonction cube et ‘€, sa courbe représentative dans un repére. Alors l'origine o @
\ . 1 . f

du repere O(0; 0) est un point d'inflexion pour ‘6. En revanche les tangentes en -1 =

et en 1 ne traversent pas la courbe, les points de coordonnées (-1 ; f{-1)) et (1; f(1)) 0,5+

ne sont donc pas des points d'inflexion. i

Point d'inflexion

Pour qu'il y ait point d'inflexion, il faut que f” change de signe donc que f’ change
de variation.

Exemple
Si fix) =x3 alors f (x) = 3x2 et f”(x) = 6x.
Donc f”(x) = 0 si et seulement six = 0 et f”(x) < 0 si et seulement six < 0.

Il'y a changement de signe de la dérivée seconde, donc f change de convexité, il y a donc en O(0; 0)
un point d'inflexion.
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W Les rendez-vous

Méthodes —_——
fenminifymathsc0303 D2 SAMMALH

0de
<
=@ Lire les points d’inflexion sur une représentation graphique

Enoncé y

On consideére une fonction f définie sur [-1,4 ; 4,40] dont

la représentation graphique est donnée ci-contre. e
1. Déterminer graphiquement le (ou les) intervalle(s) ou f est convexe f 0 f f f f
puis celui (ou ceux) ou f est concave.

2. En déduire le (ou les) point(s) d'inflexion éventuel(s). -1+

1. Sur [-1,4; 1,6], la courbe est en dessous de ses tangentes : f est concave. BUUUUIN Conseils & Méthodes NN

Sur [1,6 ; 4,40], la courbe est au-dessus de ses tangentes : f est convexe.

ﬂ Repérer la position des tangentes par
rapport a la courbe. Si elles ne sont
pas apparentes, se servir d'une régle
et la déplacer le long de la courbe.

®000000000000000000000000000000000000000 o

2. La courbe change de convexité pour x = 1,6 (la tangente traverse la courbe
en ce point) et f(1,6) = 0. Donc le point d'inflexion de la courbe a pour
coordonnées (1,6 ; 0).

A vous de jouer ! |,
@ Lire les coor-

données du (ou des)
point(s) d'inflexion
éventuel(s) de la
courbe représentée.

esecsccscsce,
®escccccsccce

m Lire les coordonnées du (ou des) point(s) d'inflexion
éventuel(s) de la courbe représentée.

4
34
(Gf

4
. , 1 \
1,5 2,5 L N } - X

7-6-5-4-32-10 1 A\3 4

2+

) Exercices 47 a 49 p. 83
2node
Eﬂ Déterminer algébriquement les coordonnées des points d’inflexion

Enoncé

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = (x2 - 8x + 17)e*. Déterminer algébriquement les coordonnées du (ou des)
point(s) d'inflexion éventuel(s) de la courbe représentative de la fonction f notée €,

m BN Conseils & Méthodes [N

Par calcul, on trouve f'(x) = (x% - 6x + 9)e*
et f7(x) = (x2 - 4x + 3)e* = (x - 1)(x - 3)e*. ﬂ

En étudiant le signe de f”(x), on trouve que les points d'inflexion sont
atteints pour x =1 etx = 3.

ﬂ Dériver deux fois la fonction puis
étudier le signe de la dérivée seconde.

ﬂ Le point d'inflexion se trouve
au moment d’un changement
de signe pour f”.

00000000000000000000000000000000000000 o

e®®0c000ccccccoe,

®e0c0c0000000000

Comme f(1) = 10e et f(3) = 2e3, les coordonnées des points d'inflexion sont
(1;10e) et (3; 2€3).

A vous de jouer ! |,

So.it fla forlmct!on définie par: flz) = (x,+ 1e. m Soit fla fonction définie par f(x) = &
Déterminer algébriquement les coordonnées du (ou X
des) point(s) d'inflexion éventuel(s) de 6,. Déterminer algébriquement les coordonnées du (ou

des) point(s) d'inflexion éventuel(s) de 6.
) Exercices 50 a 54 p. 83
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Méthodes —_——
fenminifymaths 0303 DE2SAMMAth

Les rendez-vous

Exercices

S0de Reconnaitre une fonction convexe, concave,

2 un point d'inflexion, sur une représentation graphique % Cours1 p.72et3 p.76

Enoncé ¥y
14
x

Soit fla fonction définie sur [- 3 ; + [ dont on donne la représentation
graphique %ci-contre.
Graphiquement, déterminer :

1 2 3 4 5

a) les intervalles sur lesquels f est convexe,
b) les intervalles sur lesquels f est concave,
c) les éventuels points d'inflexion de €,.

il Solution

Méthode par les sécantes :
« Placer un point A sur la courbe puis un point B « proche de A »

I  Conseils & Méthodes |

La méthode par les sécantes

est beaucoup plus longue que
celle par les tangentes et demande
de faire varier deux parametres :
les positions de A et de B.

sur la courbe.

« Faire varier la position de B jusqu'a ce que le segment [AB] traverse
la courbe.

« Faire varier le point A jusqu’a trouver une position pour laquelle,
quelle que soit la sécante [AB] partant de A, la corde [AB] ne traverse

plus €, ﬂ

Méthode par les tangentes :
« Placer un point A sur la courbe et a I'aide d'une regle, tracer
la tangente T, a €;au point A.
» Faire varier la position de A jusqu'a ce que la tangente T, traverse la courbe. ﬂ

2 3 4 5

ﬂ Placer la regle « le long de la courbe »
pour obtenir une bonne
approximation de la tangente.

®e000000000000000000000000000000000000 o

e00cccccccccccccccccccce,
©ec000000000000000000 000

J

Graphiquement, on observe que 6 est en-dessous de ses tangentes sur ]~ ; 2] puis au-dessus de ses tangentes sur [2 ; +o[.
Donc: a) fest convexe sur [2; +°[, b) fest concave sur ]-; 2], ¢) ¢ admet un point d’inflexion pour x = 2.

A vous de jouer ! |,

78

Graphiquement, déterminer :

m Graphiquement, déterminer :

a) les intervalles sur lesquels a) les intervalles ¥y
h est convexe, sur lesquels g est
. @
b) les intervalles sur lesquels convexe, sl 2
h est concave, b) les intervalles X
¢) les éventuels points d'infle- sur lesquels g est x
i concave f } f }
xion de €,.. g 1 -05 O 0,5 1
c) les éventuels
points d'inflexion de %g.

) Exercices 55 a 56 p. 84



m Les rendez-vous

Meéthodes T
lienmini.fr/maths-c03-03 S esam ath

,é‘;\ode
2@ Etudier la convexité d'une fonction

Enoncé

Dans une usine, on modélise le cout total de production, exprimé
en milliers d'euros, d’'un objet par la fonction convexe C; définie
sur[0; 18[ par:

C;(x) = 5xe~0.2*
ou x est le nombre d'objets fabriqués exprimé en centaines.
On admet que C; est dérivable sur [0; 18[ et on note C; sa dérivée.
1. Quel est le colt total de production pour 500 objets ?
2.0n considere que le codit marginal est donné par la fonction C;,

dérivée de la fonction C;, autrement dit C,,(x) = C;(x).

a) Exprimer C,;(x) en fonction de x.
b) Calculer le cotit marginal pour une production de 500 objets puis
de 1500 objets. On arrondira les résultats a l'euro.

3.Soit C;, lafonction dérivée de C,,.On a donc C;, = C;.

a) Exprimer C,;,'(x) en fonction de x puis étudier son signe sur [0; 18].
b) Que pensez-vous de I'affirmation : « le coit marginal est croissant sur l'intervalle [0; 10] » ?
c) Que pensez-vous de l'affirmation : « il y a accélération du colt total de production sur[0; 10]» ?

D’apreés Bac ES Polynésie 2014 et ES Liban 2015.

m IOl Conseils & Méthodes [

=251~ e '
1.(5) = 25¢" = 9,20 milliers d'euros. ﬂ i) Faire attention aux unités de x

et de f(x).

Pour factoriser, souligner
les facteurs communs.

2.a) C,(x) = C%(x) =5e702% 4 5x(-0,2)e"02% = e=02¥(5 _ x)

b) C,,(5) = 02X5(5-5)=0

_a-02X15(6 _ 15Y_ _ 3 ~_
et Cy(15) = e 02X13(5-15)=-10 x e 0,498 498euros.ﬂ ﬂFaireIelienentresignedela

) g - I fonction.
3. 2) ), (x) =-0,2e"025(5  x) + e025(_T) = —e-025(1- 0,2 + 1 dérivée et variation de la fonction

eessecccccssccseccsccssccne,
®ee0ccs0cccecsccccscccsccssccce

o o2x ﬂ Faire le lien entre fonction,
=-e T (2-02x) = (O'ZX =7 dérivée et dérivée seconde
2 et leurs interprétations.
POUVtOUth[O;18[,e‘°'2">0.DeplusO,2x—220@x25=10, o eoeoesesesesesssessssess cesesesesem

1

Donc C,:A(x)BOSixB 10 et C'M(x)SOSixs 10.

b) La dérivée du cott marginal étant négative sur [0 ; 10] alors le cott marginal est décroissant sur [0 ; 10] donc I'affirmation

est fausse. ﬂ

c) La dérivée du colit marginal est négative sur [0 ; 10] et correspond a la dérivée seconde duﬂ)ﬂt total de production.
Donc il y a décélération du cott total de production sur [0 ; 10] donc I'affirmation est fausse.

A vous de jouer ! |,
On modélise le rythme de croissance d’'un PIB (en m On modélise la vitesse de production d'un objet (en
milliards) par la dérivée de la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ milliers) par la dérivée de la fonction f définie sur ]0 ; +oo[
par: par:
X 1
flx)=— flx)=e* +—
x< =1 X
ou x représente le mois a partir du 1" janvier 2020. ou x représente le mois a partir du 1" janvier 2020.
Déterminer le moment ou la croissance commence a Déterminer le moment ou la vitesse diminue.
ralentir. > Exercices 57472 p. 84
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Exercices (apprendre 3 démontrer

La propriété a démontrer

Si f” est positive, alors la courbe représentative de f est au-dessus
de ses tangentes.

© On souhaite démontrer cette propriété en utilisant une fonction ¢ qui représenterait 'écart entre la courbe et
la tangente en x.

» Comprendre avant de rédiger

Que peut-on conclure du fait que f” soit positive ? = f” est positive si et seulement si f” est croissante.

Quelle est I'¢quation d'une tangente au point x, ? =y = f’(xo)(x— Xo) + f(x)

Comment traduire mathématiquement I'expression « la courbe représentative de fest au-dessus de ses tangentes » ?
- Cela revient a dire que f(x) = f’(xo)(x— Xg) + flx).

Pour montrer une inégalité telle que A = B, il faut montrer que le signe de la différence A - B est positif.

» Rédiger

La démonstration rédigée
Etape €D Noter les éléments de énoncé

it f fonction deux fois dérivabl
et les hypothéses faites au départ. —) Soit fune fonction deux fois dérivable,

f’ sa dérivée premiére et f” sa dérivée seconde.
On admet que f” est positive sur un intervalle |.
Etape @) Etudier le signe de la différence entre ) ) o
I'¢quation de la courbe et celle de la tangente en x;, : _> Soit ¢ la fonctllon définie sur | par:
o) - 5. 0(x) = flxx) = (F(xp) (e = xg) + flx))

= o) = F/ (o) + F(x)xg — floey).

Etape €) Repérer les éléments constants et ceux qui > Alors ¢ est dérivable comme somme de fonctions
dépendent de x. dérivables et, en notant ¢ sa dérivée, on obtient :
O(x) = /() = F(x) + 0= 0 = F(x) — F(oxpy).

Etape () Rappeler le lien entre signe de la dérivée

-\ : e ! Or f” est positive donc f” est croissante. D'ou :
et variations de la fonction. En déduire le signe

si x = x alors f(x) = f(x,) donc ¢/(x) = 0.

de ¢4, si x < 5 alors f/(x) < f’(x,) donc ¢/(x) < 0.
Etape @ Evaluer ¢ en son minimum x,,. =3 De plus, ¢(xy) = flxg) = Fxg)xg + F (i) = floeg) = 0.
Etape G Créer un tableau de variations de ¢ pour ) X - X, +00

avoir le valeur de son minimum. . ,
Signe de ¢’(x) - +

Variations de ¢ T~ —

Donc, pour tout réel x de |, ¢(x) = 0, donc
flx) = F/(x)(x = x) + f(xy) : la courbe représentative
de fest au-dessus de ses tangentes.

Etape 0 Avec le signe de ¢(x) on déduit I'inégalité. %

Si f” est positive, alors la courbe représentative de f

Etape ) Rédiger une conclusion. —)
P o 9 est au-dessus de ses tangentes.

» Pour s'entrainer

Montrer que si f” est négative, alors la courbe représentative de f est en dessous de ses tangentes.
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Calculs et automatismes
lienmini.fr/maths-c03-05

Dérivée seconde
1. Dériver deux fois la fonction f définie sur R par :
f(X) — e—3x+2.

2. Méme question que précédemment avec la fonction g
définie sur]0; +oo[ par:
gx)=In(3x+1).

ET] Dérivée seconde d’une racine
1. Calculer la dérivée seconde de la fonction f définie sur

1
—,;+00| par:
fele
J7x -1
2. Méme question que précédemment avec la fonction g
définie sur1-2; +oo[ par:

—_

g(x)=

X
+
N

m Convexité (1)

Parmi les courbes suivantes, lesquelles sont représentatives
de fonctions convexes ?

FZi] somme de deux fonctions convexes

L'affirmation suivante est-elle vraie

') F
ou fausse ?
La somme de deux fonctions convexes O |
est convexe.
Convexité (2)
L'affirmation suivante est-elle vraie

\') F
ou fausse ?
Si f est convexe alors —f est concave. O O
FZ1 Fonctions
L'affirmation suivante est-elle vraie ou

\' F
fausse ?
Les fonctions affines sont des fonctions O |

convexes et concaves.

EXErCICeS ( calculs et automatismes

IP£) Exemples de fonctions convexes

et concaves

Donner un exemple de fonction convexe et un exemple
de fonction concave.

Exemple de point d'inflexion
Donner un exemple de courbe présentant un point d'in-
flexion.

F3 Cube

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
La fonction x> x3 + 2 est :

[a] croissante sur]-o«;0].

[B] décroissante sur -« 0].

[€] convexe sur]-=;0].

[d] concave sur]-<0;0].

I3 Racine carrée

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
La fonction x s /x est:

[a] croissante sur [0 ; +].

[B] décroissante sur [0 ; +o°[.

[€] convexe sur[0; +l.

[d] concave sur [0; +ol.

Puissance

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
La fonction x — —2x° est :

[a] croissante sur10; +o°[.

[b] décroissante sur]0; +of.

[] convexe sur10; +l.

[d] concave sur]0; +l.

FZ3 Point d'inflexion
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

La courbe représentative de la fonction x— (x - 2)3 admet
un point d'inflexion pour :

[al x=2.
[b] x=-2.
[c]l x=0.
@x=1.

] Graphiquement

Méthode Comment faire pour déterminer graphiquement
la convexité d’'une fonction ? ses points d'inflexion ?

El) Algébriquement
Méthode Comment faire pour déterminer algébriquement
la convexité d’une fonction ? ses points d'inflexion ?

3 « Convexité
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Exercices

Lire les intervalles -
ou fest convexe ou concave :BA ;. £}

.................................................

E Déterminer graphiquement 7y
l'intervalle sur lequel la fonction f /\\ 3
est convexe et celui sur lequel elle )
est concave. N 1
X
-2 -10

m Déterminer graphiquement les intervalles ou les
fonctions fet g sont convexes et ou elles sont concaves.

N [}

) N\ @/

7 x " 0
22 10 2 T T —

m Déterminer graphiquement les intervalles ou les
fonctions fet g sont convexes et ou elles sont concaves.

Y J
\ T x ! x
\4297% 30 12
e’f 4. \ 2\ - 60/
M X/
\ J

Déterminer graphiquement les intervalles ou les
fonctions fet g sont convexes et ou elles sont concaves.

NS | ol o\
/ X Ir) \
4 4ol Nafe 8T /
2 Tle, ] )
A7 cl [\ \
/ a1 |
s\ |
2 \
1 x
0 [ 3 91
I'Etudier la convexité de f -

B .75

.................................................

@ Soit f une fonction définie et dérivable sur R.
On donne le tableau de variations de f’ ci-dessous.

X —© 6 +00

Variations de f’

Déterminer l'intervalle sur lequel la fonction f est convexe
et celui sur lequel elle est concave.

EE Soit f une fonction définie et dérivable sur R.

X —o© 0 +00

Variations de f*

1. Sur quel intervalle f” est-elle croissante ? décroissante ?
2. En déduire I'étude de la convexité de f sur R.

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On donne
le tableau de variations de f’. Déterminer l'intervalle sur lequel
la fonction f est convexe et celui sur lequel elle est concave.

2—L 2+L
X -0 \/5 \/5 + 00

Nz N

m On assimile le rythme de croissance d'une production,
ol x est le nombre d'objets produits par heure, a la dérivée
de f définie par f(x) = - 8x3 + 240x2 - 2 400x + 8 000

1. Montrer que f'(x) = - 24(x - 10)2.

2. Sur quel intervalle f” est-elle croissante ? décroissante ?
3. En déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.

Variations de f’

m Dériver les fonctions suivantes.

a)flx)=(Bx-7)surR b) f(x) =/[-2x+7 surR_
_alx=-2 —7’] —00
oflx)=e surR d) flx) = 2] sur]-co; 2]

a)flx) = (5x° - 4x+ 2)*surR  b)fix) =

Dériver les fonctions suivantes.[

2
1 2

sur [—;+
x-2 3

eSx2—4X+2 sur R

Aflx)=(4-x)surR d) flx) =
1

e) flx) = e3x-2 sur]g ; +m[ f) flx) = eV sur R,

m Dériver les fonctions suivantes.

3 2
a)flx) = 4x+5+e-23surR b)) = S cur R}
x_+1 3x _ e—3x
c) flx) = ex-1sur R\{1} d) fix) = > sur R
Etudier la convexité de f o

Eﬁp75

................................................

E On considére la fonction f deux fois dérivable sur R
définie par f(x) = x°> + 6x2. Montrer que f”(x) = 6x + 12.
En déduire le plus grand intervalle sur lequel f est convexe.

Soit la fonction f deux fois dérivable sur R\{- 1} définie

par f(x)= 3;:? Montrer que f”(x) = En déduire
X

_8
(x+1)3

le plus grand intervalle sur lequel f est convexe.



On considére la fonction f deux fois dérivable sur
10 ; + oo[ définie par :

f(x)=5x+3+l.
X

2
1. Montrer que f”(x) = —-
X

2. En déduire la convexité de f.

Soit fune fonction deux fois dérivable sur R. Le tableau
ci-dessous présente le signe de f”.

X —o0 -4 4 4o

Signe de f”(x) + 0 - 0 +

1. Sur quel(s) intervalle(s) f” est-elle positive ? négative ?
2. En déduire I'étude de la convexité de f sur R.

Soit fla fonction définie sur 10 ; + o[ par :

f(x)=3x - 3x\/;.
1. On admet que f est deux fois dérivable et on note f” sa
dérivée seconde. Calculer f”(x) et étudier le signe de f”(x).
2. a) Déduire de la question précédente que f est concave.
b) Interpréter graphiquement le résultat de la question
précédente en utilisant les mots « sécantes » et « tangentes ».

Lire les points d'inflexion
sur une représentation ot

graphique

..............................................

On considére la représen-
tation graphique d'une fonc-
tionf.

Déterminer les points d'in-
flexion de cette courbe.

On considere la @ y
représentation graphique ! 2T

d’une fonction f. 1+

Déterminer les points d'in- L\ [ 3

flexion de cette courbe. -3 M_ 2/ 3

On considére la fonc- y
tion g définie et deux fois 21
dérivable sur R. /C_
Déterminer les points d'in- P [
flexion de cette courbe. -3 2 Al 10 1 23
2+
31 (69
4+
-5+

Exercices

Déterminer algébriquement
les coordonnées des points .

”» » ‘2
dinflexion .. . Bp7
On considere la fonction f définie et deux fois dérivable
sur R.

On donne l'affichage obtenu a I'aide d'un logiciel de calcul
formel ci-dessous.

1| £(x) :=6+(6-x)*exp(x-5) ;

X —->6+ (6-x) *exp (x-5)

2 | factoriser (deriver (deriver (£ (x) ,x) ,x))

(-x+4) *exp (x-5)

Al'aide de cet affichage :

1. Dresser le tableau de signes de f”(x).

2. Déterminer les coordonnées des points d'inflexion de la
courbe représentative de la fonction f.

m On consideére la fonction f définie et deux fois dérivable
sur R par:

flx) = 7xe™~.
1. Calculer f’(x) et en déduire les variations de f.
2. Calculer f”(x).
3. Etudier le signe de ”(x) et en déduire les coordonnées
des éventuels points d'inflexion de la courbe représentative
de la fonction f.

m On consideére la fonction f définie et deux fois dérivable
sur R par:

flx) = (x2 + 1)e*.
1. Calculer f’(x) et en déduire les variations de f.
2. Calculer f”(x).
3. Etudier le signe de f”(x) et en déduire les coordonnées
des éventuels points d'inflexion de la courbe représentative
de la fonction f.

E On considere les fonctions f et g définies et deux fois
dérivable sur R par:

f(x) = (o + 7x + 8)e ¥ et g(x) = A/x3 + 2.
1. Calculer f’(x) et g’(x) et en déduire les variations de fet
deg.
2. a) Calculer f”(x) et g”(x).
b) Etudier le signe de f”(x) et de g”(x) et en déduire les
coordonnées des éventuels points d'inflexion des courbes
représentatives des fonctions fet g.

On considere la fonction f définie par :
25 20

f(x)=x>+ ?x“ + ?x3 -80x2 +8x+1
1. Calculer f”(x).
2. Montrer que:
f”(x) = 20(x - 1)(x + 2)(x + 4).
3. Etudier le signe de f”(x) et en déduire les coordonnées
des éventuels points d'inflexion de la courbe représentative
de la fonction f.
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Exercices

Reconnaitre une fonction convexe,
concave, un point d'inflexion

sur une représentation o
graphique 3.5

..............................................

m Pour chacune des courbes suivantes ‘6, et ‘69, déter-
miner les intervalles ol la fonction est convexe et ceux ou
elle est concave.

2N
Lo v
1,5 \
e
5
X
i b T
2 —/og €N\ 2
1
-1,5
-2
m Soit f une fonction ¥y
définie sur [- 1,8 ; 10] dont 41 c
la représentation graphique 5 "\cp,
est donnée ci-contre. A D Fx
1. Sur quel intervalle la _2/‘0 2 26 8 A0
fonction semble convexe ? /'2 3
concave ?

2. En déduire le point d'inflexion de 6

................................................

On considére la fonction f deux fois dérivable sur
[-5; 7] définie par :

f(x) = (x- 2,5)e%%*,
1. Montrer que f'(x) = 0,4xe%%*,

2
2. En déduire que f”(x) = E(Zx +5)e0:4x,
3. Etudier la convexité de fsur [-5 ; 7].

m On considére la fonction g deux fois dérivable sur

10 ; + oo définie par: 1

(x) = ———

x+1
1. Calculer g”(x).
2. En déduire la concavité de g sur ]0 ; +l.

m Soit fla fonction définie sur R\{In (3)} par :

f(x)=2x-2+

e¥ -3

1. Etudier le signe de f”(x) sur R\{In (3)}.

2. En déduire les coordonnées du point d'inflexion, s'il
existe, de <€f.

m On considére la fonction f deux fois dérivable sur R
définie par:
flx) = 5xe™ %,
1. Montrer que f”(x) = 5(x- 2)e™*.
2.En déduire le plus grand intervalle sur lequel f est concave.

d'entrainement

m Soit fla fonction définie sur l'intervalle [-4; 10] par :
flx) = x + (8x2 + 52x + 88)e~0>%,
Un logiciel de calcul formel donne les résultats suivants.

1| f£(x) :=x+(8*x"2+52*x+88) *exp (— % * xj

// Interpréte £
// Succeés
// lors de la compilation £

x —>x+(8*x2+52*x+88) *exp [(— %] * x]

2  simplifier (deriver (f(x),x))

—4*x? * exp (— % * xj -10*x*exp (- % * x)

1
+8* exp (— > * x] +1

3 | factoriser (deriver (deriver (£ (x) ,x) ,x))

(x+2) * (2*x—7) *exp (— g)

1. Retrouver par le calcul les résultats affichés par le logiciel.
2. Etudier la convexité de fsur l'intervalle [-4 ; 10].

m On considére la fonction f deux fois dérivable sur R
définie par:

flx) =-2(x+2)e "
1. Montrer que f”(x) = - 2xe™ "~
2. En déduire les coordonnées des points d'inflexion de la
courbe €,

m On consideére la fonction deux fois dérivable sur R
définie par:

g(x) = xe”.
1. Montrer que g”(x) = (x + 2)e*.
2. En déduire les coordonnées des points d'inflexion de la
courbe ‘69.

On consideére la fonction h deux fois dérivable sur R
définie par :

1. Montrer que h”(x) = ————.
(x2=1)(x2-1)

2. En déduire les coordonnées des points d'inflexion de la
courbe 6, s'ils existent.

m Soit fla fonction définie sur R par :

flx) = (63 - 11x2 + 24x - 26)e”.
Etudier le signe de f”(x) sur R. S'ils existent, en déduire les
coordonnées des points d'inflexion de 6

m Soit g la fonction définie sur [R+ par :
glx)= 4\/; +3x.

1. Etudier le signe de g”(x) sur [R{:
2. Montrer que g n‘admet pas de point d'inflexion.



Exercices

d'entrainement

On donne le tableau de variations de f’, fonction
dérivée d'une fonction f définie sur l'intervalle [-3; 1].

X -3 -2 0 1

Variations de f’

Déterminer l'intervalle sur lequel la fonction f est convexe
et celui sur lequel elle est concave.

m On donne ci-dessous le tableau de signes de f”, fonc-
tion dérivée seconde d'une fonction f définie sur R.

X —o0 -7 3 400

Signe de f”(x) - 0 + 0 -

Déterminer l'intervalle sur lequel la fonction f est convexe
et celui sur lequel elle est concave.

m Etudier, selon les valeurs de m, la convexité de la
fonction f définie par f(x) = e™*,

On considére la fonction f définie et deux fois dérivable
sur R. On donne I'affichage obtenu a I'aide d’un logiciel de
calcul formel ci-dessous.

1| £(x) :=x+exp(-x+1)

X ->x+*exp(-x+1)

2 | deriver (£ (x) ,x)
-exp(-x+1)+1

3 | (deriver (deriver (£ (x),x),x))

exp (-x+1)

1. En déduire que f est convexe sur R.
2. Interpréter graphiquement le résultat de la question
précédente en utilisant les mots « sécantes » et « tangentes ».

On considére la fonction g définie et deux fois déri-
vable sur R}. On donne laffichage obtenu a I'aide d’'un
logiciel de calcul formel ci-dessous.

1| g(x) :=sqrt(x)-1/x ;

x> ak

2 | factoriser (deriver (deriver (g(x) ,x) ,x))

g

a%x* (\[x)

1. En déduire que g est concave sur [R:.

2. Interpréter graphiquement le résultat de la ques-
tion précédente en utilisant les mots « sécantes » et
« tangentes ».

Pour déterminer le lieu de vitesse maximale de la montagne
russe, on modélise la portion du trajet la plus inclinée des
montagnes russes. Soit x I'abscisse d’'un wagon, alors la
portion du trajet la plus inclinée est la fonction f définie et
dérivable sur [0; 27] dont la dérivée est égale a:

3
ﬁ(x_z_qz

15 2

f'(x)=-

Un logiciel de calcul formel donne I'affichage ci-dessous.

1 f£(x):=156/10+15*atan(-sqrt(3)/15*(x-135/10))

// Interpréte f
// Succeés
// lors de la compilation £

e o156 o[- (135
10 15 10

2 | (deriver (f(x) ,x))

J3
[(JE)* %* (x- 2—27D2+ 1

3 | factoriser (deriver (deriver (£(x) ,x)))

1200 * (+/3) * (2 * x - 27)
(4* x2 -108 * x+1029)?

1. A l'aide de cet affichage, déterminer f”(x).

2. En déduire les coordonnées du point d’inflexion de la
courbe représentative de la fonction f.

3. Quelle est la valeur de la pente en ce point d'inflexion ?
Montrer que cette valeur correspond a un angle de 60 °.
4. Conclure quant a I'endroit ou la vitesse est maximale au
niveau de ce trajet.

3 « Convexité
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bilan_

Composition de fonctions et limites
La courbe ‘¢ ,donnée ci-dessous représente une fonction f
définie et dérivable sur R,. On admet que ‘€, passe par les

points O(0;0), A(1; 1) et 8(2 ; i] et que I'axe des abscisses
e

est asymptote horizontale a la courbe 6.

A » Analyse de f

1.Donner lim f(x) et f’(2).
x—>+o0

2.0n admet que f(x) = x2e ~*+1,

a) Calculer f'(x).

b) En déduire les variations de la fonction f.
c) Dresser le tableau de variations de f.

d) Déterminer I'équation de la tangente a ‘€, au point
d'abscisse 4.

3. a) Calculer f”(x).

b) En déduire I'étude de la convexité de f.
c) Déterminer les éventuels points d'inflexion de 6.

B » En utilisant la fonction exponentielle

On considére la fonction g définie sur10; + o[ par g(x) = e ™),
1. Calculer g’'(x).

2. Dresser le tableau de variations de g.

3. Exprimer g”(x) en fonction de f(x), f’(x) et f”(x).

4. Discuter de la convexité ou de la concavité de la fonction g.

C » Avec la racine carrée
On considere la fonction h définie sur]0; + [ par :

1. Calculer h'(x).
2. En déduire le tableau de variations de h.
3. Calculer h”(x).

4. En déduire les éventuels points d'inflexion de la courbe
représentative de la fonction h.

D'aprés Bac ES Métropole-La Réunion sept 2006

Exponentielle de fonctions
Soit fune fonction définie et dérivable sur1-1; +[ dont la
courbe est donnée sur le graphe ci-dessous.

J

1.a) Donner f’(0), f’(1) et f'(3).
b) Donner les intervalles ou f semble concave et ceux ou f
semble convexe.
¢) Conjecturer les coordonnées du point d'inflexion de f.
2. On note g la fonction définie sur 1-1 ; +[ par
glx) = e,
a) Déterminer lim g(x) puis lim g(x).
x—+© x—=1
b) Etudier les variations de g sur ]-1 ; +[ et en dresser le
tableau de variations.
c) Déterminer g’(1) et g’(0).
D’aprés Bac ES Liban 2006

e @)

Convexité d’une fonction
Soit fla fonction définie sur R par :

f(x)=xe* .

et ‘6,sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1.a) Montrer que, pour tout réel x,

f(x)=(2x2 + 1)eX"1,

b) En déduire le sens de variation de fsur R.
2. a) Montrer que, pour tout réel x,

f7(x)=2x(2x2 + 3)eX™ 1,

b) Déterminer l'intervalle sur lequel la fonction f est convexe.
3.a) Soit T, tangente a ‘6,au point d'abscisse a aveca € R.
Déterminer ¢quation de T, en fonction de a.

b) Montrer que T, traverse la courbe en 0. Que peut-on en
conclure ?

4. Soit h la fonction définie sur R par :
h(x) = x - fx).

a) Montrer que h(x) = x(1- e¥*).

b) On admet que l'inéquation 1- eX*~' = 0 a pour ensemble
de solutions l'intervalle [-1; 1].
Déterminer le signe de h(x) sur [-1 ; 1] et en déduire la
position relative de la courbe €,et de la droite D déquation
y=xsur[-1;1].
c) Conclure que 6est une courbe de Lorenz.

D'aprés Bac Centres Etrangers 2014



CONTINU

Preparer le BAC RG]

e fest convexe sur un intervalle I.

* % est en dessous de ses sécantes
(en vert) sur l.

* 6 est au-dessus de ses tangentes
(en rouge) surl.

e La dérivée f’ est croissante sur I.
e La dérivée seconde f” est positive sur .

La preuve peut-étre faite par:

Preuve de la convexité ou de la concavité d’'une fonction

® |a position de la courbe de la fonction par rapport a ses sécantes.
e |a position de la courbe de la fonction par rapport a ses tangentes.
® la croissance (ou la décroissance) de la dérivée de la fonction.

* le signe (positif ou négatif) de la dérivée seconde de la fonction.

SR concavite [N

® g est concave sur un intervalle J.

° ¢ g est au-dessus de ses sécantes
(en vert) sur J.

° <€g est en dessous de ses tangentes
(en rouge) sur J.

e La dérivée g’ est décroissante sur J.
e La dérivée seconde g” est négative sur J.

traverse la courbe ¢,

!

Point d'inflexion

On dit que A est un point d'inflexion pour €, si, au point A, la tangente a la courbe €, notée T,

J

Ici h est concave sur R_ et convexe sur R, et €, admet un point d'inflexion qui est l'origine du repére.

€

7

3 -« Convexité
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Preparer le BAC @NEEHE

| Je dois étre capable de... )

P> Reconnaitre sur une représentation graphique

une fonction convexe, concave,
un point d'inflexion

P> Etudier la convexité, la concavité,
d’une fonction deux fois dérivable
sur un intervalle

H
]
9
5
H

Mg
=)
Mg,
<)
Mg,
B

H
B

o0de

K
‘A -

R
~

ﬁ

m Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

Pour les exercices [76] a [80], on considére la fonction f définie sur [-4 ; +o0[

dont voici la courbe représentative dans un repére.

Sur[-4;-1],6; est:
f'(-1) est:
F7(-1) est égal a:

Onpose h(x)=,/-f(x)+10.

Sur l'intervalle [1; +oo[, h est:

Sur lintervalle [1 ; + o],
g(x) = e est:

(A

au-dessus de

ses tangentes.

égal a 5,5.

convexe.

convexe.

&)

au-dessus

de ses sécantes.

positif.

e

concave.

concave.

| Parcours d’'exercices ]

1,2,57,58,31,32,9,10, 47, 48, 13,
14, 55, 56

5,6,35,36,7 8,42,43,11,12, 50,
51,15, 16

-
-

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c03-06

J

4240

en-dessous de
ses tangentes.

égal a 0.

3e3.

ni convexe
ni concave.

ni convexe
ni concave.

en-dessous
de ses sécantes.

négatif.

0.

convexe et concave.

convexe et concave.

Pour les exercices [81] a[85], on considére la fonction f deux fois dérivable sur [-10; 10] par : f(x) = 1 + (x - 5)e2*,
On note 6, sa courbe représentative dans un repere.

La dérivée seconde f” est
définie par:

Alors f” est:
Alors fest:

Sur [0 ; 5], on peut affirmer
que 6, estsituée:

CGf admet un point
d'inflexion pour xégal a:

(x + 5)e0:2x
25 '

décroissante
sur [-5; 0].

concave sur
[-5;0].

au-dessus de
ses tangents.

er,Zx
5

décroissante sur

[-10; 0]

concave sur
[-10;0].

au-dessus

de ses sécantes.

(x - 5)e%2*,
croissante sur
[-10;5].

convexe sur
[-10;5].

en dessous de
ses tangentes.

10.

croissante sur
[-5; 5].

convexe sur
[-5;5].

en dessous
de ses sécantes.

=5,



Preparer le BAC

CONTINU

Concavité

On considere la fonction g dont la dérivée g’ est telle
1
queg’(x) = T 3.0n admet que g est définie sur Ri et

est deux fois dérivable de dérivée seconde g”.

1. Déterminer I'ensemble | des valeurs de x pour les-
quelles g’ est définie.

2. Exprimer g”(x) en fonction de x. Donner le signe
de g”(x).

3. En déduire la concavité de g sur l. Sode

S 3 N
Convexité

On considere la fonction f définie par :
1
f(x)=(-x+Te >,
On appellera 6, sa courbe représentative. On admet
que fest deux fois dérivable de dérivée seconde f”.

1. Déterminer I'ensemble de définition de fnoté D,.
1

e~**+1 et étudier son

2. Montrer que f”(x) =
q (x) 7

signe. (-x+
3. Etudier la convexité de fsur Dy. afede
s 3 N

Etudier une fonction

Un ébéniste décide de refaire les accoudoirs d'un
fauteuil.
On modélise I'accoudoir a l'aide de la fonction f définie

X
sur[0; 60] par f(x) =70 + (14x + 42)e 5.
On admet que la fonction fest deux fois dérivable sur
I'intervalle [0 ; 60].
1. Montrer que pour tout nombre réel xde [0 ; 60],

f(x)= %(-14x +28)e 5.

2. Dresser le tableau de variations de fsur [0 ; 60].
3. Un logiciel de calcul formel affiche la ligne suivante.

1 factoriser (deriver (deriver (70+ (14x+42)
*exp (-x/5))))

14*(x—7)*exp(—§}

25

a) Déterminer f”(7). Que représente le point A de 6,
d'abscisse 7 pour 6, ?

b) Etudier la convexité de f.

c) En déduire I'abscisse pour laquelle la dérivée
admet un extrema.

l‘ CaEBRPAIER Etudier le signe de la dérivée seconde.

oyode g5ode

Syode $yode
=B 5B 77t M p. 79

D’aprés BAC ES Métropole La Réunion juin 2019

Déterminer les coordonnées
des points d’inflexion
On considere la fonction f définie sur R par:
f(x) = (-5x2 + 5)e*
1. Montrer que f”(x) = —(5x2 + 20x + 5)e*.
2. Etudier le signe du polynéme 5x% + 20x + 5 puis
celui de f”(x).
3. En déduire les abscisses des points d'inflexion de ;.
4. Interpréter graphiquement les résultats obtenus
a la question précédente. g5ede a5ode

B 75=Bp. 77

D’apés Bac ES Nouvelle-Calédonie novembre 2019

Etudier la convexité de deux fonctions
On considere la fonction g définie par:

gx) =3B -x)e*+1.
On appellera 6 sa courbe représentative dans le plan
P, rapporté a un repére orthonormé. On admet que g
est deux fois dérivable de dérivée seconde g”.

A » Lecture graphique ¥
1. A l'aide de la repré- 2
sentation graphique &
ci-contre, déterminer 7
les intervalles ou g est g:
convexe, et ceux ou g est 4
concave.
2. Conjecturer les coor- /
données du point d'infle- i
. 1
xion de €. L
43240
B » Analyse

1. Montrer que: g’(x) = (2 - x)e¥ et g"(x) = (1 - x)e™.
2. a) Etudier le signe de g”(x) et en déduire la convexité
ou la concavité de g sur cet intervalle.
b) Déterminer algébriquement les coordonnées du
point d'inflexion de .
3. Donner I'équation de la tangente T, a € au point
d'abscisse a=1.
4. Soit h la fonction définie par:

h(x) = (ex+e+1)-gx).
a) Montrer que h'(x) = e - (2 - x)e¥ = (x - 2)e¥ + e
puis que h”(x) = —g”(x).
b) En déduire que h” est décroissante sur ]-o0 ; 1] et
croissante sur [1; +oo[.
¢) Calculer h’(1), en déduire que h’(x) = 0 sur R.
d) En déduire que h est croissante sur R.
e) Calculer h(1).
En déduire le tableau de signes de la fonction h sur R.
f) Retrouver le résultat de la question B 2..

Jhode

Jyode
A p.73=MAp. 79

D’aprés BAC ES Nouvelle-Calédonie mars 2014

3 -« Convexité
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Intensité sonore
P our rendre compte de la perception humaine des sons, lienmini.fr/maths-c04-01

une échelle des décibels est utilisée : I'intensité allant
de 0 dB, seuil de I'audition humaine, a environ 120 dB,
limite supérieure des bruits usuels. Il s'agit d’'une échelle
logarithmique.
Pourquoi les voix de quatre chanteurs

enrichissent-elles I’harmonie sans quadrupler 1‘ )
I'intensité sonore ?

p. 107



[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienminifr/maths-c04-02 S é Ssdrma th

Utiliser les propriétés algébriques
de la fonction exponentielle
Simplifier au maximum les expressions suivantes.

—4x 2x e*
a)e ¥ xe b)
e—2x
2x)3 -X _ aX
) (e?*) de e
ex+1 ex

Résoudre des équations du type e* =k

1. Quel est le nombre de solutions de I'équation e*=kaveck € R?
2. Résoudre chacune des équations suivantes.

a)e*=0 b)e*=1

c)e'=e d)e”=l
e

Résoudre des équations et des inéquations simples
avec la fonction exponentielle

1. Résoudre les équations suivantes.

a)exe'=1 b) ;; =e e =0

2. Résoudre les inéquations suivantes.

1
a) e¥<e b) ex+1 > e3—2x C) = < ex—3
e

Calculer des fonctions dérivées

Dans chacun des cas suivants, calculer f'(x) sur I'intervalle | donné.
a)flx)=e>3;I=R

b) f(x) =3xe*; =R

c)f(x):i;l=[R{i
e¥ -1

Savoir déterminer une équation de tangente
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de la tangente
alacourbeena.

a)f:x—(x-1)e*-3ena=1

b) f:x—e*+2x-1ena=0

Déterminer des réels vérifiant des conditions

Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des réels vérifiant les conditions
données.

a)2x-1>0et-3x+5>0

b)1-x>0etx?+3x-4<0
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Activites

.
3 41 .
TICE __ .ilnmln
ﬁ Approcher graphiquement une nouvelle fonction
Le plan est muni d’'un repere orthonormé.
A » Transformation du plan
1. On considére le graphique ci-dessous.
A A
3 -+
By
18 (R
4 A ;
1 +(x » ,
S T
1
Quelle conjecture peut-on faire quant aux points A et B de coordonnées respectives (x; y) et (y; x)
et la droite A d’équation y=x7?
2. Démontrer la conjecture.
B » Construction de la courbe de la fonction logarithme népérien
1. A l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, tracer la courbe représentative Y e A
de la fonction exponentielle et y placer un point N. 3T
2 -+
2. Construire le symétrique N’ de N par rapport a la droite A.
1
Activer la trace de N” et déplacer le point N. __‘/ L ] | x
3. Afficher la courbe %6’ représentative de la fonction In, en saisissant N _1_1 -..’ 1 23 ¢
®

y=In(x).
L'ensemble des points N’ constitue la courbe représentative de la fonction logarithme népérien notée In,
fonction réciproque de la fonction exponentielle.

C » Conséquences et conjectures
D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires (= chapitre 2), on peut démontrer que I'équation e = k
admet une unique solution s dans l'intervalle ]0 ; +°[. On admet que s = In (k).

1. En s'appuyant sur cette notion de fonction réciproque entre x — e* et x — In (x) et les caractéristiques des
coordonnées des points appartenant a ces courbes (cf. partie A), en déduire les valeurs de In(1) et In (e).

2. Que peut-on en déduire quant a e"® et In(e¥) ?
3. Quel est 'ensemble de définition de la fonction logarithme népérien ?

4. Conjecturer pour la fonction logarithme népérien :

a) les limites aux bornes de I'ensemble de définition.

b) le sens de variation.

c) le signe de la fonction.

5. a) Reprendre la construction effectuée sur le logiciel de géométrie dynamique et y tracer la tangente
au point N” a la courbe ¢’. Afficher la valeur de son coefficient directeur.

b) Apres avoir déplacé plusieurs fois le point N, émettre une conjecture quant au lien qui semble exister
entre I'abscisse du point N’ et le coefficient directeur.

6. Quelle conjecture peut-on émettre sur la dérivée de la fonction x— In(x) ?
“» Cours 1 p. 94
\§ J
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TICE __ Maths Histoire ﬁ;mm 3

Répondre a des besoins pratiques de calculs
au Xvie siecle : les logarithmes

C'est avec John Napier, dit Neper (1550-1617), qu’apparaissent les €2, |
logarithmes a la fin du xvi¢ siecle. Ce mathématicien et astronome l TARLES

et pénibles liés a I'astronomie, la navigation... en mettant au point
une correspondance entre les termes d'une suite géométrique
(1;a;a*;...;a°;...;a%; ...) et ceux d'une suite arithmétique
0;1;2;...;p;...:9;...)al'aide de la formule aP x a9 = aP*q. e
Il met alors au point une table numérique a deux colonnes, appelée
table des logarithmes.

écossais a cherché a faciliter les calculs qui pouvaient devenir longs ’ LOGARITHMES

Principe : Tout produit de deux nombres m et n de la premiére colonne est associé 31
a I'addition de deux autres nombres x et y de la deuxiéme colonne.
0,2
m X 1
n J 1,5
mxn xX+y 2 0,6931
Les questions suivantes utilisent l'extrait ci-contre d'une table de logarithmes 3 1,0986
(les nombres de la colonne de droite sont arrondis au dix-millieme pres). 4 1,3863
1. a) En prenant m = 2 et n = 3, peut-on constater que cette table vérifie le 5 1,6094
principe mentionné ci-dessus ? 6 1.7918
b) Quel nombre doit-on écrire en face de 8 ?de 12?7 . 19459
¢) Quel nombre doit-on écrire en face de 1?7 o
d) Sans effectuer la multiplication 27 x 91, comment obtenir le résultat a l'aide
2,1972
de cette table ? ? ?
) 10 2,3026
2. a) En remarquant que 10 + 5 = 2, quel calcul doit-on effectuer avec les
nombres de la colonne de droite respectivement associés aux nombres 10 et 5 " 2,3979
afin de retrouver celui qui est associé au nombre 2 ? 12
Vérifier cette conjecture sur d'autres nombres. I J—
b) En déduire le nombre a inscrire en face de 0,2, puis en face de 1,5. 4
27 3,2958
3. a) Dans la colonne de gauche, 3;9; 27 ; 81 représentent les premiers termes
d’une suite géométrique de raison 3. 81 43944
Quelle semble étre la nature de la suite dont les premiers termes sont les nombres 91 4,5109
ite ?
correspondants dans la colonne de droite ? 2 455 78059
b) En déduire les nombres a écrire en face de 37" et 3°,
2456 7,8063
4. Pour la suite des questions, on notera a les nombres de la colonne de gauche 5457 - 8067
et In(a) ceux de la colonne de droite (logarithme népérien de a). :
a) En prenant m = n = g, en déduire In (a?), le vérifier a I'aide de la table avec a = 3. 2458 78071
b) En prenantm=n= \/E, en déduire In (\/E) le vérifier a l'aide de la table avec a = 16. 31

(CRemarque Cette table fait une correspondance entre les multiplications et les additions, entre les divisions
et les soustractions, entre les extractions de racines carrées et les divisions par 2.

> Cours 2 p. 96
_J
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Cours

Fonction logarithme népérien,
fonction reciproque de la fonction exponentielle

Fonction exponentielle y /
. . . . . 3T
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R.
S . 21 /i
lim e* =0et lim e¥ =+x.L'équation e* =k, avec k € R+, admet alors une /

x——% x>+ 1 ]
unique solution dans R, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. ___/ i= : X
) 2 10| 1 2
Démonstration =TT 1In(k)

Démonstration

lienmini.fr/maths-c04-09

Fonction logarithme népérien

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, la fonction définie sur ]0 ; +9°[ qui a tout nombre réel
strictement positif x associe I'unique solution de I'équation e’ = x d'inconnue y. On définit ainsi y = In (x).

¢ Exemple A l'aide de latouche|In|de la calculatrice, on peut vérifier que In(2) = 0,693.

(CRemarque Quand il n'y a pas d’'ambiguité, on peut noter Inx au lieu de In (x).

Fonction logarithme népérien

1
e Pourtoutréelx>0:e"W=x et In(e)=x eIn(1)=0 eln(e)=1 -In(—j =In(e")=-1
e

T Démonstration
) Activité 1 p. 92.

? Exemple In(e’)=3ete"®=3

Courbes des fonctions In et exp

Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions
In et exp sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x. exp

Sens de variation de la fonction In

La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +[.

Démonstration
agetbERI;0<a<beo0<en@<eh®

On en déduit In(a) < In(b) car la fonction x+— e* est strictement croissante sur R.

Conséquences liées au sens de variation de In

Pourtousréelsa>0etb>0:In(a)=In(b) a=betin(a)<In(b) a<b.

Démonstrations
°In(a) =In(b) = en@ =eh® = g=p car la fonction x+— e* est strictement croissante sur R.
°In(a) <In(b) & en@ < eh® — g < b car la fonction x+—> e* est strictement croissante sur R.

CRemarque In(x) >0 x>lethh(x) <0 0<x<1.
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[ )
Nétwies s SCSCMALh Exercices
Sode
{0l Résoudre une équation/inéquation du type In(u(x]) = aouIn(u(x)) < 2
Enoncé
Résoudre les équations et inéquations suivantes. LREERR ° seseene,
a)In(x)=5 b)e*=3 Aln(1-x<-1 d) e 3>4 Commencer par déterminer les

conditions d'existence, a savoir
I'ensemble (E) des réels x tels que
u(x) > 0 dans l'expression In (u(x)).

il solution

a) Pour tout x € R+ ﬂ, In(x)=5< x=e%d'ous={e}
b) Pour tout x € R+ ﬂ, e*=3 o x=In(3),d'ouS={In(3)}. ﬂ
c)Pourtout 1-x>0=x€ |-=; 1] ﬂ

Simplifier un logarithme en
appliquant la fonction exponentielle.

ﬂSimpIifier en appliquant la fonction
logarithme.

®e000000000000000000000000000000000000 o

eeeccccccccsscccscsccccos,
®eccccccccccccssccccccccce

h(l-x)<-To1-x<e'cesta-direx=1-¢'
douS=[1-e";+0[N]-; 1[soitS=[1-e"; 1] ﬂ

d) Pour tout x € R ﬂ,ez"'3>4@2x—3>ln(4) ﬂ@x>%d'oﬂ$=}%;+w[.

A vous de jouer ! |,

Résoudre les équations et inéquations. n Résoudre les équations et inéquations.
a)In(x)=-1 b) e*=-1 a)ln(s5x-1)=2 b)e*=5
Q) In(4-2x)>1 d)e*’=2 Aln(3x-1)<0 d)es <2

) Exercices 25 a 29 p. 104

3390 Rasoudre une equation/inéquation
du type In(u(x])) = In(v(x]) ou In [u(x]] < In(v(x])

00000 c00ce000cc000c00d00soc 00000000

Enoncé

1. Résoudre l'équation In (4x- 1) = In(2 - x). Il Conseils & Méthodes [

2. Résoudre l'inéquation In (x? + 2x - 3) = In (2).

il Solution

1. Conditions d'existence : 4x—-1>0et2 - x>0, ﬂ

soitx>letx<2d’oﬁxel= l;2 .
4 4

Déterminer les conditions
d’existence, soit I'ensemble (E)
des réels x: u(x) > 0 et v(x) > 0.

ﬂ Puis résoudre dans | u(x) = v(x).
ﬂ Puis résoudre u(x) < v(x).

S'assurer que les solutions
trouvées appartiennent bien
a lensemble correspondant
aux conditions d'existence.

®e00c0000000000000000000000000000000

Pourtoutx € I, In(4x-1)=In(2-x) © 4x-1=2 - x c'est-a-dire x = %

3 3
Orgel,donc5={g}. ﬂ
2. Conditions d'existence : X* + 2x -3 >0
A=16;x =1etx,=-3,d'oll=]-0;-3[U]1; +[.
Pourtoutx € I, In(x* +2x-3)=InQ) @ x> +2x-3 =2 ﬂ Sx2+2x-5=0;
A=24;x,=-1-/6 ~-345etx, =—1+/6 = 1,45
X, et x, appartiennent a |, d'oli x € Jooo;-1=6 [UT-1+/6 ;+c[ etx €I, d'ou S = ]-00; 1= /6 [U-1++/6 ; +o[. u

E] Résoudre. Résoudre.

a)in(x+1)=In(-x) b) In(x?>-1) <In(5) a)in(x*-x+1)=In(2) b) In(2x) > In(x*-2x+1)
) Exercices 30 a 33 p. 104

e ecc000000000000000000000000

®eccccccccccccccccccccssssscce’®
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Cours

e Proprietées algéebriques de la fonction In

OGN Relation fonctionnelle
Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(ab) =In(a) + In(b).

Démonstration O
S i wife aln(ab) — In(@) 5 @In(b) = gln(@)+In(b) Démonstration ¥
Pour tous réels a et b strictement positifs, €@ = gb = elN@ x ") = ¢ ety <0404 [on

SOit eIn(ab) — eIn(a)+ln(b)

Onadoncln(ab):l;w(a)+ln(b). ‘ZLJEN

(CRemarques
* On retrouve la particularité de I'activité 2, a savoir que cette fonction transforme les produits en sommes.

* Cette formule se généralise a un produit de plusieurs facteurs.

Exemples
*In(10)=In(5x2)=In(5)+In(2)
*In(30)=In(2%x3x%x5)=In(2) +In(3) +In(5)

Logarithme d’un inverse, d’un quotient
Pour tous réels a et b strictement positifs :

|n(l) — _Infa) |n(ﬂj =In(a)-In(b)
a b

1 1 1 1
(DPour a>0,ax—=1 doncln(ax—j:O(:)InaHn(—j:O(:)In( j =Ina. ~ pgmonstration
a a a a lienmini.fr/maths-c04-04

(2)Pourb >0, In(%j = In(a X %j =lna+ In(%) =lna-Inb FL JEN

Logarithme d’une puissance, d’une racine carrée

Démonstrations

Pour tout réel a strictement positif, et pour tout entier relatif n :

In(a")=nln(a) In(\/a) = %In(a)

® Démonstrations
@ eln(an —a'et enIn (eln )n =q"
On a alors @ = M@ soit In (@ = nin (a).

@ In ((Ja)zj =In(a)et In ((\/5)2) =2In(Va), dot In(a)=2In (Va), dotn(Va)= %m @)

® Exemples
*In(25)=In(5)=21In(5)
eIn(16)-2IN2)+IN®)=In2)-2In2)+In(2})=4In(2)-2In(2) +3In(2)=5In(2)

. In(\/g)= %In(6)




W Les rendez-vous

Meéthodes

ehoes e Exercices

S0de
2 Utiliser les propriétés algébriques de In

----------- 0000000000000 000000000000000000000000000000 0

Exprimer en fonction de In 2 chacun des nombres suivants.

a)ln% b)In8+5In2 c)In+/32 d)In10-1In20 bbb dids. Conseils & Mcthodes Lgais

1
In—=-In4=-In(22)=-2In2
a)n4 n n(22) n ﬂ

ﬂ Utiliser les propriétés In — = —In a ainsi que
a
Ina"=nlna.

Avec une somme/différence Ina + In b on peut

b)In8 +5In2=I(2%+5In2=3In2+5In2=81In2 ﬂ penser a utiliser Ina+Inb=In(axb);

1 1 5 Ina-Inb=In|
c)In(\/ﬁ)=§ln32=5ln(25)=Eln2 R na-mo=in,

Chercher a écrire Ina sous la forme In (c”), soit

eeccecccccccccccssccccsccscoc e
®ec00000000000000000000000000”®

10 1
d 1020 =In[ 2 ol
)In10-1n20 In(zo) In2 In2 ﬂ

ninc.
E] Exprimer en fonction de In 5. ﬂ Exprimer en fonction de In 3.
1
a)in25+In\125  b)In35-1In175 a)4In12-4In36  b)In_+In81
e4
c)|n£ d) e“"5_In(5e) c)Inﬁ—In 27 d) e2"2 +n(9e?)
3
> Exercices 34 a 37 p. 104
Sode

="l Résoudre une inéquation ot l'inconnue est en exposant

e0c000c0000000000000000000000 ©00c0000000000000000000000000000000 ecccccccccccoe

Enoncé IO Conseils & Méthodes [N

n
Résoudre I'inéquation @) <103 avecn €N.

il Solution

La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +<°[,

donc I'inéquation [%) <1073 est équivalente aIn ((%j j< In(10-3) ﬂ

Pour se « débarrasser » de I'inconnue
en exposant, il faut penser a appliquer
la fonction In dans chaque membre
de l'inéquation.

ﬂ Lorsqu'il s'agit de diviser les membres
d’une inéquation par Ing, il faut étre
vigilant quant au signe de Ina.

Pour0<a<1,Ina<0:lesensde
I'inégalité change. En revanche, sia > 1,

< nlin [é) <In(1073)

=8
n>]n(10 )

© 0000000000000 0000000000000000000000000000
®e0000000000000000000000000000000000000000 o°

| 2 ﬂ Ina > 0 et le sens de l'inégalité reste
"5 alors le méme.
=3
Or @07 7,5 par conséquent, n = 8. ﬂ Ne pas oublier de conclure en tenant
i (Zj compte du fait que n est un entier
naturel.
Résoudre les inéquations suivantes. n Résoudre les inéquations suivantes.
5" M~ 108
a) (—) <0,01avecn €N a)3 10
9 b) 5" x 91 <10
b) 2" -7 %21 > -3 ) Exercices 38 a 42 p. 104
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Cours

e Etude de la fonction logarithme népérien

OGN Dérivée de la fonction In

. (. a , 1
La fonction In est dérivable sur ]0 ; +[ et, pour tout réel x > 0, In’ (x) = —.
x

@ Démonstration

On admet que la fonction In est dérivable sur ]0 ; +<c[. Pour tout réel x > 0, on pose f(x) = e"®,
La fonction In étant dérivable sur ]0 ; +o°[, et la fonction exponentielle étant dérivable sur R, fest aussi
dérivable sur ]0; + [ comme composée de fonctions dérivables.

[ 3 ]
Sachant que (vou) = (v’ ou) x u’, en posant v(x) = e* et u(x) =In(x), on a alors : D P Fes
f(x) = e"® xIn’ (x) = xx In’ (x). lienminifi/maths-c04-05  [w] Pty

On a également flx) =xorx’=1.
Par conséquent,onaxxIn’(x) =1 < In"(x) = l
X

Limites aux bornes de I'ensemble de définition

o lim In(x)=+x o limIn(x)=-
x—0

X—+x

C Remarque Comme x € R:, lim In(x) sous entend lim In(x).
x—0 x—0
x>0

Tableau de variations de In et courbe représentative

X 0 + 0 2
+00 1 --71/
Variations ::: —t :x
de x> Inx O<~>/1 2 3 4 5 6

—0 =1 e

0 Fonction In(u)
Dérivée de Inu

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
7

. L. u
La fonction Inu est alors dérivable sur | et (Inu) = —.
u

® Démonstrations
. . . - . O VIDEO 4
(1) Soit u une fonction positive et dérivable sur un intervalle I. - o odn
Démonstration ey
Sachant que (veu)’ = (v’ ou) X u’, en posant v(x) = Inx, on a alors : lienminifi/maths-c04-08 Iij% z
, , u'(x) , 1 .
(Inu(x))’ = ——x u'(x) = puisque v/ (X) = —. @LJEN
u(x) u(x) % e -
(2) Soit u une fonction dérivable sur un intervalle .
Sachant que (veu)’ = (V' u) X U’, en posant v(x) = Inx, on a alors (e“®)’ = e“™ x u’(x) puisque (¥) = eX.
Sens de variation de Inu
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
Les fonctions u et Inu ont le méme sens de variation sur I.
Démonstration , v
u étant strictement positive, le signe de Y estle méme que celui de u’. Or (Inu)” = — ce qui signifie que
u u

le signe de (Inu)” est le méme que celui de U, c’est-a-dire que u et Inu ont méme sens de variation.
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Meéthodes

lienmini fr/maths-c04-03 Sesamath E xe rc ' c es

node
2 Etudier une fonction avec In

©00000000000000000000000000000000000000 o

Enoncé
Soit la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f: x— In x + x.
1. Déterminer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.

2. Calculer la dérivée de la fonction f et dresser le tableau de variations de fsur ]0 ; +ol[.

1. limInx =~ et lim x =0 donc, par somme des limites, lim f(x) = ~c. Conseils & Méthodes
x—0 x—0 x—0 wese eooee

ﬂ Penser a utiliser les opérations

lim Inx =+% et lim x =+% donc, par somme des limites, lim f(x) =+ ﬂ
X sur les limites.

X—>+0 X—>+%
Pour dresser le tableau de
variations d’une fonction,
déterminer au préalable
le signe de la dérivée.

p 1
2. f((x)=—+1 or,pourtoutx>0,l+1>0 ﬂ:
5% x

la fonction f est donc strictement croissante sur ]O ; +o[.
limInx +x=-0; lim Inx+x =+

eeecccccccccccccce
®ecc000000000000000’

x—0 X—>+0
X 0 o +0o0
+ 00
Variation de f /
— 00
@ 1. Soit la fonction f définie sur ]0 ; +o[ par m 1. Soit la fonction f définie sur 10 ; +o[ par
-1 ‘g Inx
f(x)=— +Inx, déterminer les limites de faux bornes fl) = x* = x - Inx. Vérifier que f(x)=x| x -1~ 7] et
X
de son ensemble de définition. déterminer les limites de f en 0 et en +o en utilisant
2. Calculer la dérivée de f, en déduire son sens de variation lim In(x) -0
sur]0; +o°[ et son signe. x>t X '
2. Dresser le tableau de variations de f et en déduire son
signe.
) Exercices 43 a 47 p. 105
2node

2 Calculer la dérivée d’une fonction du type Inu

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Enoncé SO Conseils & Méthodes [N

Soit la fonction f définie sur R, par f: x— In (3x2 + 1). Calculer f'(x).
6x

u(x) = 3x% + 1, u est dérivable et strictement positive sur R. ﬂ f(x)= TR ﬂ

Vérifier que u est dérivable
et strictement positive sur I.

’

- u
ﬂ Puis utiliser (Inu)” = —.
u

eececccccccccse
®ec0c0c0c000000e

®ecccccsccsccscccsccssccssccsscccsccsoe

Soit f(x) = |n(1:—2x). EFA soit f(x) = (x? - 4)In(i).

Calculer f’(x) sur]-1; +oo[. Calculer f’(x) sur ]0 ; +ooI.
) Exercices 48 et 49 p. 105
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Méthodes —_——
eminifmathscotes. DE2SAMMath

s Etudier une fonction contenant Inx
a l'aide d'une fonction auxiliaire = “» Cours 3 p. 98

Enoncé

2 _ .,
Soit la fonction f définie sur ]0 ; + o[ par f(x) = M

1. Soit ¢ la fonction définie sur ]0 ; + o[ par ¢(x) =x%> -1+ 3 Inx.
a) Calculer ¢(1) et la limite de ¢ en 0.

b) Etudier les variations de ¢ sur 10 ; +[. En déduire le signe de ¢(x) selon les valeurs de x.

o(x)

2.a) Montrer que, sur]0; +[, f'(x)= — En déduire le tableau de variations de f.
5%
On admettra que lim f(x)=+x et lim f(x)=+cc.
x—0 x—+0

b) Prouver que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o;sur ]0; 1].

Déterminer avec la calculatrice une valeur approchée de ot a 1072 prés.
D’apres Bac S, Amérique du Sud, 2017.

m ® e0ccsccce conseilS&MéthOdes (AR RE R R RN NN

1.a)0(1)=0; hm x2 —1=-1et lim 3Inx = -, donc, par somme Y L . o .
)o() x50 ' P Pour étudier le signe d'une fonction a partir
des variations de celle-ci, il faut utiliser

des images en particulier.

des limites, on a Ilm ¢( X)=—cx,

32x

b) ¢'(x)=2x+ donc, pour x € 0 ; +oe[, ¢’(x) > 0, ﬂ Afin de mieux visualiser le signe de ¢,
dresser le tableau de variations de ¢ en'y

donc ¢ est une fonctlon croissante sur ]0 ; + . incluant la valeur de (1)

Or ¢(1) = 0, par conséquent, pour toutx € ]0; 1[, d(x) <0

Il est usuel d'utiliser une fonction auxiliaire
et, pour tout x € ]1; + [, ¢(x) > 0. ﬂ

pour étudier le signe d'une dérivée.

ﬂ Lorsqu'il s'agit de montrer qu’une équation
admet une unique solution sur |, il faut
penser a utiliser le théoreme des valeurs

intermédiaires.
2x2-2x-3-x2+2x+2+3Inx X2 1430 O(X)  Ceeeeniecnccanteanteintiineeinteinneinneanns
2 B 2 D

(2x-2-3)x-(x2-2x-2-31nx)><1

2

2.a)f'(x)=

X

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

®ecc0c0c000000000000000000000000000000

X X X
Puisque x? > 0 pour x € ]0; +°[, le signe de f'(x) est le méme
que celui de 0(x). ﬂ x 0 1 4o
b) Pour tout x € ]0; 1], f(x) € [-3; +°[; f est continue et
Signe de f(x) - 0 +

strictement décroissante sur ]0 ; 1], donc, d'aprés le théoréeme
des valeurs intermédiaires ﬂ, 1'équation f(x) = 0 admet une

o0 o0
unique solution o sur J0; 1]. Variations de f \ /
. -3

Avec la calculatrice, on trouve o0 = 0,41.

A vous de jouer ! |,

1. Soit f(x) = (1——)(In( ) - 2) + 2 définie sur BTN 1. Soit (x) = x - ™ définie sur [1 ; +o0[.
X X
le; +oo[. Déterminer lim f(x). g(x)
x>t Montrer que f(x)=7 avec g(x) =x2-1+In(x) eten

, u(x)
2.a) Montrer que f'(x) = L2 avec () =In) +x-3. déduire le tableau de variations de fsur [1; +[.

b) Etudier les variations de u sur Je ; +o[ et en déduire
son signe. I‘ GBI Penser a étudier les variations de g

¢) En déduire le tableau de variations de f sur ]0 ; +o°[. pour en déduire le signe de g.

2. Etudier la position de la courbe 6, et de la droite D
d’équation y=x.

) Exercices 50 et 51 p. 105
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Méthodes —_——
eminifmathsc0t0s. DE2SAMMath

Les rendez-vous

N0de
5n Etudier une fonction avec In u

Enoncé

Soit fla fonction définie sur ]0; 14[ par f(x)=2 - In(;}

La courbe représentative €, de la fonction f est donnée dans le repére orthogonal

d’origine O ci-contre.

A tout point M appartenant a %, on associe le point P projeté de M sur I'axe
des abscisses, et le point Q projeté orthogonal de M sur I'axe des ordonnées.

x
1. Montrer que la fonction g : x+— 2x - xIn Ej modélise l'aire du rectangle OPMQ.

2. Dresser le tableau de variations de g sur 10 ; 14[.

Y Cours3etl p. 98

10 12 14

?2468

En déduire les coordonnées du point M pour lesquelles I'aire du rectangle OPMQ

est maximale.
On admettra que lim g(x)=0.
x—0

il Solution

1. sl oppq = OP X MP = x f(x) ﬂ=x[2—ln(§)]=2x—xln(§J = g(x).

z.g'(x)=2-|n(§)-xx

2wf)eal)

N[RIN=

1-In fad =0 ﬂ«:}lne?ln X <:>e>£car|afonctionln
2 2 2

est croissante sur ]0 ; +%°[. On a alors g’(x) = 0 © x < 2e.

X 0 2e 14
Signe de g’(x) + 0 -
2e
Variations de g / \
0 28-141In7

D’aprés Bac S, Pondichéry, 2016.

I Conseils & Méthodes [N

Un point M € 6, équivaut a dire
que ses coordonnées sont du type
(¢ ; f(x)).

ﬂ Pour résoudre une inéquation avec
In, on peut notamment chercher
a transformer I'inéquation sous la
formelna=Inb.

ﬂ Pour résoudre un probleme
d'optimisation, penser a étudier
les variations de la fonction qui
modélise le probleme.

®e0000000000000000000000000000000000 00

woeoececc00000000000000000000000 00,
®ecccccss000cs00000000000000000000 00

D'apreés le tableau de variations, on en déduit que I'aire de OPMQ_est maximale pour M(2e ; 2e). ﬂ

A vous de jouer ! |,

Soit la fonction f définie par f(x) = In (- 2x? + 13,5)
sur l'intervalle [- 2,5 ; 2,5].

1. Dériver f, puis dresser son tableau de variations sur
[-2,5;2,5].

2. Calculer f(-2,5) et f(2,5).
3. En déduire le signe de fsur [-2,5; 2,5].
D'aprés Bac S, Pondichéry, 2017.

m 1. Soit la fonction f définie sur ]-o; = 1[ par

f(x)=|n[2x_1
x+1

], Déterminer la limite de fen - 1.

2. Dresser le tableau de variations de f et en déduire son
signe sur]-oo; - 1[.

Soit la fonction g définie par:
g)=In[1+(-1x]l-x
sur l'intervalle [0 ; 1].
(e-2)—(e-Tx
1+ (e-1x
2. Déterminer les variations de g sur [0 ; 1] et en déduire

1. Montrer que g’(x) =

. e-2
que g admet un maximum en Py dont on donnera une

valeur arrondie a 1072 prés.

3. Etablir que I'équation g(x) = 0,05 admet deux solutions
sur[0; 1].

D’apres Bac S, centres étrangers, 2014.

) Exercices 52 a 55 p. 105

4 - Fonction logarithme népérien
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Exercices apprendre a démontrer U

La propriété a démontrer

Pour tous réels a et b strictement positifs :

1)

© Pour démontrer cette propriété il faudra utiliser le pré-requis suivant :

pour tous réels a et b strictement positifs, In(ax b) =Ina + Inb.

» Comprendre avant de rédiger

Quand un pré-requis est donné pour une démonstration, il faut chercher a relier la question posée
a ce pré-requis.

» Rédiger

La démonstration rédigée

Etape @

. 1
Puisqu’il s’agit de faire le lien entre la Astuce — Puisque Xy =1,
propriété qui est a démontrer et le pré- 1 1
requis donné, il faut chercher & mettre en ax—= 1 on a alors |n(a X 5) =In(1)

1
relation a, — et un éventuel produit.
a

Etape @ é ln(a X l] =Ina+ |nl
Il sagit d’utiliser le pré-requis donné etin1=0. a a
orln1=0onaalors:

Ina+|nl=0
a

Etape @ m
% In| — |==Ina
a

Puis on transforme I’égalité obtenue en I'égalité souhaitée.

» Pour s’entrainer

1. En utilisant le méme pré-requis, montrer que In(%) =In(a) - In(b).

2. En utilisant le pré-requis suivant :
(veu) = (V' ou)xu’, avec u et v deux fonctions dérivables respectivement sur | et J.

’

u . . - .
montrer que (Inu)” = — avec u une fonction positive et dérivable sur un intervalle I.
u
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Calculs et automatismes G el
lienmini.fr/maths-c04-06 &

EL] Proprétés algébriques

Pour chaque question, choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

1.In\/§+ln8—5ln4estégal a:

[@-5in2  [B]-9In2 E]_12_1|n2

2. Soit la fonction f définie sur D, par:
flx) =In(6x+2) +In(6x-2)-2In2.

Alors f(x) est égale a :

[al2In(6x)-2In2 [blin(12x-4)

[clin©x?-1) [d]In(36x2-1)

3. Soit I'équation In(4x) =In(x- 1) :

13
[d]-—In2
2

[a] —% est la solution.

4x , N
[BlIn (—J =0 est une équation équivalente.
x_

[€] 'équation n'a pas de solution.
[d] 4x=x -1 est une équation équivalente.

4. Linéquation In (-x) < 1 a pour ensemble de solutions :

[a][-e;+oo[ bl[-e;o0[
lc]lo d][-1;0r
ET) Dérivées

1. Soit f(x) = 3 Inx — x2 définie sur 0 ; +<[. Calculer f"(x).
2. Soit g(x) = In (4 - 2x) définie sur ]-o; 2[. Calculer g’(x).

EX Python Algo &

1. Que représente la valeur envoyée par la fonction
Python ﬁ suivante ?

from math import*
def £ (x)
if 4-2*x<=0 :
return " Ce nombre n’a pas
d’image par f"
else :
return log(4-2*x)

© Remarque Dans Python, une fois la bibliotheque math
importée, log (x) donne In (x).

2. Compléter la fonction Python qui :

¢ prend en entrée un nombre;

e renvoie si le nombre est solution ou non de I'inéquation
In(x) +x-5<0.

def solution_inequa (x)
if <=0 :
return..
else :
if.. :
return " Ce nombre est
solution de 1’inéquation. "
else :
return " Ce nombre
n’est pas solution de 1’inéquation. "

EXErCICES ( calculs et automatis

F20 Fonction In

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a) Lexpression In (x?) est positive pour tout x € R.

b) In(12) =In(10) X In(2)

c) La fonction x> In (- x) est décroissante sur ]-o; O[.

d) Lasuiteu, =In(3"), avec n € N, est une suite géométrique
de raison 3.

e) In(e%) -ehv=0

f) La fonction f définie par f(x) = —x% + 2x + 4ln x sur 10 ; +oo[
est toujours en dessous de sa tangente T, (tangente au
point d'abscisse 1) sur 10 ; +ool.

FFZ3 Lectures graphiques

On donne ci-dessous la représentation graphique € ,.d’'une
fonction du type f(x) = In(ax? + bx + ¢) avec g, b et c trois
réels et la tangente d a €, au point d'abscisse 4.

4_
3_
2_

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a)f'(4)=3

b) Sur [-4; 6], il existe deux valeurs de x pour lesquelles la
tangente a la courbe a un coefficient directeur nul.

c) Sur[-4;6],f'(x) > 0 pour x > —%.

&

—3 2

d) Sur [0; 6], f"(x) <O.

E Equations, inéquations

1. Soit I'équation In (2x + 1) = In (4 - x) = In (2x), quelles
sont les étapes nécessaires a la résolution d'une telle
équation ?

2. Pour résoudre une équation contenant (Inx)? et Inx,
comme par exemple I'équation (Inx)? + Inx - 2 =0, quelles
sont les étapes nécessaires ?

3.S0it flx) =2 In(x+ 1) et g(x) = In (4x + 4).

Comment étudier la position relative de ‘€, par rapport
a ‘69 ?

Tangente

1. Soit la fonction f: x+— 2xInx — 3 définie sur 10 ; +o[.
Déterminer I'équation de la tangente a ‘6, au point
d'abscisse 1.

2. Soit lafonctiong: x— In(x2 - x + 1).

a) Pourquoi g est-elle définie sur R ?

b) Déterminer I'équation de la tangente a ‘69 au point
d‘abscisse 0.

4 - Fonction logarithme népérien
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Exercices

Equations et inéquations -~
aveclnouexp ~ Bpss
@ 1. Résoudre les équations suivantes.
a)In(2x-1)=0 b)In(x-e)=1
)2ln(x)+1=-3 d) e =2

2. Résoudre les inéquations suivantes.

a)in(1-x)>0 b)In(3-2x) <1
c)3e"-1<8 d)e**-3e*=0

m Résoudre les équations suivantes.
a)5-Inx=2 b) e**1 =5
cin2x+e)=1 d)In(x*+x-6)=0
Résoudre les inéquations suivantes.

a)In[stJso b)In(x*+2x)-1>0

x—
c)6e*-1=3-4¢e" d) 3e2*-9e¥< 0

m On veut résoudre I'équation :

1

In(x)2 + 4In [—J -5=0(E).

X
1.0n pose X = Inx, montrer que I'équation revient alors a
résoudre X2 - 4X-5=0 (E).
2. Résoudre (E).
3. En déduire les solutions de (E).

m On veut résoudre I'équation e - 2e*= 8 (E).

1. On pose X = e*, montrer que I'équation revient alors a
résoudre X2 - 2X-8=0 (E').

2. Résoudre (E').

3. En déduire les solutions de (E).

Equations et inéquations ot
aveclnu . B
1. Résoudre les équations suivantes.
a)In(3x-6)=In(4-x)

b)In(x)+In(8-x)=1In(12)

AIn(2x)-In(x+1)=In(x-5)

2. Résoudre les inéquations suivantes.
a)In(4x-2)+In(5)<1-1In2

b)In(5-x)=In(x-1)

An(x-2)+In(x+2)=0

m Résoudre les équations suivantes.
a)in2x-1)=2Inx b)In(x+1)+In(x-1)=In(4-2x)

m Résoudre les inéquations suivantes.
a)In(x?-4x+4)-In(x-2) <In(8-x)
b)In2x+4)+In(1-x)-In2=1In(-x)

m Soit les fonctions f et g définies sur 12 ; 4[ par
fix—In(Bx-6)etg:x— 2In(4-x).

1. Les courbes 6 et ‘69 s'interceptent-elles ?

2. Quelle est la position relative de ces deux courbes ?

J50de

Propriétés algébriques den 8 p o7
1. Exprimer chacun des nombres suivants sous la
forme In a, avec a un réel strictement positif.

a) 2In5-1In15

b)-In3+4In2-1In5

2. Exprimer chacun des nombres suivants en fonction de In 5.

a)4In5+1In25 - 3InG)

1 1
b)In125-—=In25+In| — |- 4In+/5
) 2 (25) 5

E 1. Exprimer sous la forme In g, avec a un réel stricte-
ment positif, le nombre 3In2-1In9 + In5.
2. Exprimer en fonction de In2 le nombreln 8 - 3In4 +In \/5

EE Simplifier au maximum les expressions suivantes.

a) eZIn 3+In4 b) e3|n 2-In4
c eIn6+1 e2In5+|n3
eIn9+2 e2|n3

Justifier les égalités suivantes.
a) e3|n3 + e2In7 =76
b) e5In3 X e4ln9 — 313

1
=5
+ e‘s)

c)In(1+e3) +In(1

pe . 'v'}‘mde
Inéquationsdutypeq’<a ‘@,
Dans chaque cas déterminer les entiers naturels n tels

que:

a) (3] <1074
3

3 n
c)1- (Ej =0,999

b) [2] =10°
7
2n
d) 0,004 > @

m Dans chaque cas déterminer les entiers naturels n tels
que:

1 n
a) (—] =< 0,001
5

c)1,22" >10°

2 n
b) 1- (5) =0,999999

d) 0,02 >(E]
1

m (u), <y €st la suite géométrique de premier terme
u,=2etderaison g = >

A partir de quel rang n les termes de la suite sont-ils stric-
tement supérieurs a 1 million ?

On tire successivement, et avec remise, n boules d’'une
urne contenant 5 boules blanches et 25 boules noires.
Combien faut-il effectuer de tirages pour que la probabilité
d'obtenir au moins 1 boule blanche soit supérieure a 0,999 ?

On place 2 500 € a intéréts composés a un taux annuel
de 1,75 %. Combien d'années faudra-t-il pour doubler
son capital ?



$y0de

Etude de fonction avecIn ‘B p. 9o

.................................................

Calculer la dérivée des fonctions suivantes sans se
soucier de I'ensemble de définition ou de dérivabilité.

a) f(x) = (Inx + 3)(x - 2) b) f(x)= XX
3Inx +1
o) f(x) = (Inx - 2x + 1) d) f(x) = 3x - xnx)?

Soit la fonction fdéfinie sur ]J0 ; +[ par flx) =2Inx+ 1.
1. Déterminer les limites de faux bornes de son ensemble
de définition.

2. Déterminer le sens de variation de la fonction fsur ]0 ; +oo[.
3. a) Déterminer I'équation de la tangente T, a 6,en 1.

b) Montrer que f(x) — (2x- 1) = 2u(x) avec u(x) = Inx — x + 1.
c) En déduire la position relative de <€fet T.

m Soit la fonction g définie sur 10 ; +o[ par:
glx) =-3Inx+2x-4.
1. Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de

e s s 3lnx
définition. En + o, on vérifiera que g(x) = x( —+ 2) 4
x
et on utilisera lim In_x =0.
x—+% X
2. Déterminer le sens de variation de g sur 10 ; +o°[.

3. Déterminer I'¢quation de la tangente T, a ‘69 en e, puis
en déduire la position relative de %ég etT.

m fest la fonction définie sur]0; +oo[ par f(x) = 2Inx — i
X

1. Déterminer les limites de fen 0 et +o,
2. Montrer que f est strictement croissante sur ]0 ; +o°[.

Soit la fonction fdéfinie sur10; +oo[ par f(x) =x Inx+ e,
1. Calculer f’(x).
2. En déduire le sens de variation de fsur 10 ; +o°[.

3. Justifier alors que pour tout x € 10; +oo[ xInx = — —,
e

Dérivées de fonctions o

=6 I 99
m Déterminer le plus grand ensemble de définition
possible de chacune des fonctions suivantes, puis calculer
f'(x).

a) flx) =In(8x-4) b) f(x)=In(x>+x+1)
x-1 .
) f(x)—ln(2x+4] d) flx) =In(e*-1)

Déterminer le plus grand ensemble de définition pos-
sible de chacune des fonctions suivantes, puis calculer f*(x).

a)f(x)=In(4 - x) b) f(x) = In(In 2x)
2 _

O ) = 2In (e + 1) d) f(x) = 2D
xc -1

&) f(x)=In((4x-1?) ) £(x) = (In(x2 - 1)’

Exercices

In x et fonctions auxiliaires ki p.100
- Soit la fonction f définie sur l'intervalle 10 ; +o[ par :
Inx

f(x)=x—7.

1. Soit g la fonction définie sur 10 ;+oo[ par g(x) = x>~ 1+ 2Inx.
a) Etudier le sens de variation de la fonction g sur 10 ; +c°].
b) Calculer g(1) et en déduire le signe de g sur ]0 ; +°[.

2.a) Montrer que f'(x) = %

b) En déduire le sens de variation de f sur ]0 ; +°[.

Soit la fonction g définie sur l'intervalle ]0 ; +o°[ par :
glx) =(x+ Nlnx.

1. Soit h la fonction définie sur 10 ; +o[ par h(x) = xInx +x+ 1.
a) Etudier le sens de variation de la fonction h sur 10 ; 4.
b) En déduire le signe de h sur]0; +o°[.

(x)

X
b) En déduire le sens de variation de g sur 10 ; +f.
c) Dresser le tableau

de variations de g en y l‘ (Coupldepouce}

. - En 0, utiliser lim xIn x = 0.
incluant les limites en 0 et 0

en +o ainsi que la valeur
en laquelle la fonction g s'annule.

2.a) Montrer que g’(x) =

\N’de

Etude de fonctions avecInu B p. 101

.................................................

@ Soit les fonctions f et g suivantes.
f(x)=In(3-4x)surl= ]—oo ; i[

4
2-x
(x)=In
I (x+1
1. Etudier les limites de f et de g aux bornes de leurs

ensembles de définitions respectifs.
2. Etudier le sens de variation de fet de g.

JsurJ=]—1;2[

E Soit la fonction g définie par g(x) = In (-x? + 2x + 15).
1. Déterminer le plus grand ensemble de définition pos-
sible de g.

2. Etudier le sens de variation de g sur son ensemble de
définition.

3. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe ‘ég
représentative de la fonction g au point d’abscisse 0.

1
m Soit f et g les fonctions définies sur }—5;4{ par
fx) =In2x+ 1) et g(x) =In (4 - x).
1. Etudier le sens de variation des fonctions fet g.

, 1
2. Etudier la position relative des deux courbes sur }E ; 4[.
E Soit f et g les fonctions définies sur ]-1 ; 5[ par
flx) =In (e +2x+ 1) et glx) = In(-3x + 15).

1. Etudier le sens de variation des fonctions fet g.
2. Etudier la position relative des deux courbes sur1-1; 5[.

&4 - Fonction logarithme népérien 105
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m Soit la fonction g définie sur10; e[ U Je; +o°[ par :
(x) = In(x)+1
T -1
1. Déterminer les limites de g aux bornes de I'ensemble de
définition de g. 2
2.a) Montrer que g'(x) = ——————.
x(Inx - 1)?

b) En déduire le tableau de variations de g sur son ensemble
de définition.

On considere la fonction f définie sur ]0 ; +o[ par :
fl) =2(In (x))?> - Inx - 1.

1. Calculer f(x) et en déduire le sens de variation de f.

2.a) Résoudre I'équation 2X> - X -1=0.

b) En déduire que I'équation f(x) = 0 a deux solutions qui
1

sonte et 7

3. a) Donner le tableau de variations de f sur l'intervalle

1
—el
Je

b) En déduire que I'équation f(x) = -1 admet exactement
deux solutions o. et B sur cet intervalle.

c) Déterminer les valeurs exactes de o et B en résolvant
directement I'équation f(x) = -1.

4. Justifier que I'équation de la tangente a €,, courbe

3
représentative de f, au point d'abscisse eest T, : y = —x - 3.
e

E surla représentation graphique, Algo £

ci-dessous on a tracé,dans le plan muni d’un repére ortho-
normé (O ; 1, f'), la courbe représentative 6 d'une fonction
fdéfinie et dérivable sur l'intervalle ]0 ; +cc[.

Y

25+

lc B
15—

| @

i'x |
05+ :
1 1 ‘iAI 1 1 1 1 x

o f,s 1 15 2 25 3 3,5

i

On dispose des informations suivantes :

— les points A, B et C ont pour coordonnées respectives
(1;0),(1;2),(0;2);

— la courbe € passe par le point B et la droite (BC) est
tangentea6enB;

— il existe deux réels positifs a et b tels que, pour tout réel
_a+binx

strictement positif x, f(x)
1. a) En utilisant la représentation graphique, donner les
valeurs de f(1) et f’(1).

b) Vérifier que, pour tout réel strictement positif x,
Flx)= (b-a)-blnx

xZ

_2+2Inx
—

¢) En déduire que f(x)

2. a) Justifier que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle
10; +o°[, f’(x) a le méme signe que -Inx.

b) En déduire les variations de la fonction f.

3. a) Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique
solution o sur l'intervalle ]0; 1].

b) Par un raisonnement analogue, on démontre qu'il existe
un réel B de l'intervalle 11 ; +oo[ tel que f(B) = 1.
Déterminer l'entier ntel que n <P <n+1.

4. 0n donne l'algorithme ci-dessous écrit

en langage Python ﬁ \

from math import¥*
def £(x):
image=2/x+2*math.log(x) /x
return image
a=0
b=1
while b-a>0.1:
m=1/2* (a+b)
if £(m)<1
a=m
else :
b=m
print(a,b)

a) Quel est le role de la fonction Python f?
b) Quel est le role de ce programme ?
¢) Quelle instruction Python faudrait-il modifier afin que
ce programme affiche les deux bornes d'un encadrement
de B d'amplitude 1072 ?

D’apres Bac S, 2013.

)l on peut lire sur le site France-inflation.com  SES
un tableau de l'inflation des prix en France.

2011 21%
2010 1,5%
2009 0,1 %
2008 28%
2007 1,5 %
2006 1,6 %
2005 1,9 %
2004 21%
2003 21%
2002 2%

1. Le passage a I'Euro a eu lieu en 2002. A partir de 2002,
quel est le pourcentage d’augmentation totale des prix
sur10ans?

2.0n appelle t le pourcentage d'augmentation par année
qui conduirait sur 10 ans a la méme augmentation totale.
Déterminer ta 1072 prés.



m On considere la fonction f définie sur 10 ; +o°[ par :
Inx + xe
fx)=—7—.
X
On note I' sa courbe représentative.

AP Etude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction g définie sur 10 ;+[ par :
glx)=-2Inx-xe +1.

1. Déterminer les limites de g en 0 et en +.

2. Etudier le sens de variation de g.

3. Montrer que dans [0,5 ; 1] I'équation g(x) = 0 admet une

solution et une seule notée a. Déterminer un encadrement

deoa a0, pres.

4. En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

B » Etude de la fonction f

1. Vérifier que f’(x) = Lf) puis étudier le sens de variation
X

de fsur]O; +oe[.

T+ o
2. Montrer que f(a) = 2e.
200
3. Donner le tableau de variations de f.

4.TracerT.

.................................................

m Soit la fonction f définie sur]-1; +oo[ par
1
f(x)= Ex +1-2In(x + 1) et 6 sa courbe représentative.

1. a) Calculer f'(x).

b) En déduire le tableau de variations de f.

2. Montrer qu'il existe un point de € en lequel la tangente
est paralléle a la droite d'équation y = —x et déterminer
I'équation de cette tangente.

3. Etudier la position de 6 et de la droite d d'équation

—lx+1
r=5 :

m fest une fonction définie sur R par fix) = In (ax? + bx + ¢),
ou a, b, et ¢ sont trois réels.
Son tableau de variations est :

X —o -1 -

Signe de f’(x) - 0 +

Variations de f In2 0
\ '"(7) /

1. En utilisant les données du tableau, montrer que
fX)=In2x2+x+1).

2.a) Calculer f'(x).

b) Vérifier que les variations et les informations portées sur
le tableau ci-dessus sont exactes.

Exercices

d'entrainement

Modélisations
m Dans un bouillon de culture, on observe,

au temps t=0, la présence de 10 000 bactéries.
Ce nombre est multiplié par 1,5 toutes les heures. On modé-
lise la situation a l'aide d’une suite (u,), ., avec u, repré-
sentant le nombre de bactéries présentes dans le bouillon
de culture n heures apres la premiére observation.

1. Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on
donnera le 1¢" terme u, et la raison.
2. Exprimer u, en fonc- RN
tionden.

3. En déduire au bout
de combien d’heures
le nombre de bactéries
aura dépassé le million.

m Un capital de 1 200 € est placé a un taux annuel
composé de 2 % au 1¢ janvier 2020.

On modélise la situation par une suite (u, ) telle que u,
représente le capital a I'année 2020 + n.

1. Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont
on déterminera le 1°" terme et la raison.

2. Au bout de combien d’années le capital aura-t-il triplé ?

m Lintensité sonore totale / de plusieurs ondes d'inten-
sités |, et |, correspond a la somme de chacune des inten-
sités sonores : [ = I, + I,. lamplitude de l'intervalle de
I'intensité sonore perceptible étant de I'ordre de 103 W-m~2
(le seuil d'audibilité étant de 1072 W-m), on utilise plutot
une échelle de grandeur plus simple et plus significative
qui est le niveau d'intensité sonore.

Cette grandeur, notée L, s'exprime en décibels (dB) et est

- / . s
définie par L=10xlog— avec / l'intensité en W-m™2
et),=10"2W-m2 o
(CRemarque La notation log correspond au logarithme

décimal. Cette fonction possede les mémes propriétés
algébriques que la fonction logarithme népérien (In).

1. 0n veut chercher a montrer que si on quadruple l'intensité
sonore, le niveau sonore quant a lui n'est pas quadruplé.

Onpose/=5x10"6 W-m=2; L=10X|Og(1ol_1z)d3

le niveau sonore associé, k le coefficient par lequel on
multiplie l'intensité sonore et L’ le niveau sonore associé a
l'intensité kx I. On suppose que l'intensité sonore associée
a chaque chanteur est la méme et vaut /, que le niveau
d’intensité sonore associé a chacun d'entre eux est L et on
pose L’ le niveau sonore associé a I'ensemble du groupe.

a) Vérifier que L” =10 x log 4—’
b) Montrer que L =6 + L. lo

(CRemarque Quadrupler l'intensité sonore revient a
augmenter de 6 dB le niveau sonore et non a le multiplier par 4.

2. Démontrer de la méme fagon que si l'on divise par 5
l'intensité sonore, cela revient a baisser de 7 dB le niveau
sonore.

4 - Fonction logarithme népérien
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bilan_

I3 Etude d’une fonction In

On considere la fonction f définie sur ]0 ; +o°[ par :

fix) = (Inx)2 - 2Inx.
On note 6 sa courbe représentative dans un repeére ortho-
normé.
1. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition et en déduire l'existence d'asymptotes pour la
courbe 6.
2.a) Montrer que f'(x) = w

b) En déduire le tableau de variations de f.
3. Résoudre I'équation fix) = 0.
4. Construire € et ses asymptotes.

Avec une fonction auxiliaire
AP Soit u la fonction définie sur]0; + o[ par :
ux)=In(x) +x-3.
1. Justifier que la fonction u est strictement croissante sur
I'intervalle 10 ; +oo[.
2. Démontrer que l'équation u(x) = 0 admet une unique
solution o comprise entre 2 et 3.
3. En déduire le signe de u(x) en fonction de x.

B » Soit fla fonction définie sur l'intervalle 10 ; + o[ par :
f(x)= (1 - lj[ln (x)-2]+2.
x

1. Calculer limf(x).

x—0

2.a) Démontrer que, pour tout réel x €10; + [, f'(x) = u(x)

b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur
l'intervalle ]JO ; +oof.

C » Soit 6 la courbe représentative de la fonction fet €’
celle de la fonction g définie par g(x) = In (x).
1. Montrer que, pour tout réel de l'intervalle 10 ; +oof,

2-In(x
F(x) - In (x) = 2200,
X
2. En déduire la position relative de € et ¢ sur 10 ; +oo[.
D'apres Bac S, Amérique du Nord, 2015.

m Calcul d’aire et étude de In

Soit f_ la fonction définie sur ]0 ; +o[ par f (x)=a-In (ﬁ)
a

avec a € Ri et 6, la courbe représentative de f, tracée
ci-dessous dans un repere orthonormé.

b0l 2 4 & d

1. A tout point M appartenant a 6 on associe le point P,

projeté orthogonal de M sur I'axe des abscisses, et le
point Q, projeté orthogonal de M sur I'axe des ordonnées.
Déterminer les coordonnées de M pour lesquelles 'aire du
rectangle OPMQ est maximale.

2. Existe-t-il plusieurs valeurs de a pour lesquelles cette aire
maximale soit atteinte en M ayant pour abscisse a ?

P

[3] Paramétres et fonction auxiliaire
Soit la fonction f
définie sur ]0 ; +oo
dont la représenta-
tion graphique €, est
donnée ci-contre et
dlatangente a‘6,au
point d'abscisse 1.

L'expression de

4
4In(2) +1

f est du type 5 5]
flx) = alnx + bx + ¢ /_/1—
avec a, b ,c trois
réels.
A ® 1. Par lecture graphique, déterminer f(1) ; f’(1) et f(2).
2. En déduire l'expression de f.
3. Résoudre graphiquement f(x) = 3.
B » On admettra pour la suite de I'exercice que :
flx) =4Inx - 2x+ 5.
Soit la fonction g définie sur ]0 ; +o[ par g(x) = 2Inx - x+ 1.
1. Calculer g’(x) et étudier son signe.
2. En déduire le tableau de variations de g.
3. Vérifier que 1 est solution de I'¢quation g(x) = 0.
4. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solu-
tion o sur l'intervalle [2 ; +ool.
On donnera une valeur approchée de o.a 1072 prés.
5. En déduire le signe de g.
6. En déduire les solutions de l'inéquation f(x) = 3.

Inu et tangente 888

f est une fonction définie sur ]-5 ; 5[ par f(x) = |n[§ ;_ x}

On note 6 la courbe représentative de fdans le plan muni

d'un repére orthonormé.

1. Pour tout réel x € ]- 5 ; 5[, montrer que f(-x) = —f(x). Que

peut-on en déduire quant aux éléments de symétrie de 6 ?

2. a) Déterminer la limite de fen -5. Comment interpréter

graphiquement ce résultat ?

b) Calculer f’(x) et en déduire le sens de variation de f sur

1-5;0l.

¢) Montrer que la droite d d’équation y = -0,4x est la

tangente a 6 au point d'abscisse 0.

3.La courbe € et la droite d ont été tracées a la calculatrice.

VALEURS FONCTIOMN TRACE

FENETRE
Xmin=-4,5
Amax=4,5
Xorad=1
Ymin=-10
Ymax=10
Yorad=1
Arés=1

aX=0.034090909090909
PasTrace=0.0681818181818..

a) Quelle conjecture peut-on faire quant a la position de la
courbe ¢ et de latangente d?
b) Dresser le tableau de variations de la fonction h définie

d J +0,4x.
X

parh(x)=|n(5_
5+

On pensera a faire apparaitre I'image de 0.
¢) En déduire la démonstration de cette conjecture.



Preparer le BAC RG]

CONTINU

Propriétés immeédiates
°*In(1)=0
e In(e)=1

e In(e9)=x (—\

o e =xavecx € RF

Dérivées

1
o In’(x) =;avec xz0

u’(x)

avec u(x) >0
u(x)

e (Inu)'(x) =

Propriétés algébriques

e In(ab) =In(a) + In(b)

e In lj=—|n(a)aveca;«t0

o limlnx=-cc
x—0

e |limInx=+x
x>+

La fonction In est strictement
croissante sur 0 ; +oo[.

e Pourtout0 <x<1:Inx<0.
e Pourtoutx>1:lnx>0.

SRS couations NN

e Inx=ae x=e
e Inx=Inyex=y

e g" = b aveca et b positifs différents de 1
Inb

Ina

=21

Inéquations

s lnx=aex=e

elnx=Inyex=y

e a"=bavecaetbpositifscnlna=Inb

4 - Fonction logarithme népérien
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Preparer le BAC @NEEHE

| Je dois étre capable de... )

P Résoudre des équations, inéquations
dutypelnu<aoue'=<a

P> Résoudre des équations, inéquations du type Inu = Inv

etlhu<Inv

P Manipuler les propriétés algébriques de In
P> Résoudre des inéquations du type g" < a
P Etudier des fonctions utilisant In

P> Dériver et étudier des fonctions avec Inu

P> Etudier des fonctions contenant In x
a l'aide de fonctions auxiliaires

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

L'écriture
In(2+/5)

In(\/g—\/f)+ln(\/§+\/5)

se simplifie sous la forme :

est
Léquation (\é?’tfivale.nte
In(x-1)-In2-x)=In2+Inx: Il LE el
=
—=2x
2-x
Soit la fonction f définie 2
sur R\{- 2} par f(x) = In ((2x + 4)?). Al
f'(x) =
Soit la fonction g définie Dgz]e_too; 1L
par g(x) = In(In(1 - x)) et Dg 1
son ensemble de définition. g'(x)= —
5
f(x)==-5
Soit la fonction fdéfinie sur L x
10 ; +o[ par flx) = 5x Inx - 5x et(@est
et T, la tangente a 6, au point ~ toujours
d'abscisse 1. au-dessus
deT..
La fonction f définie toyjours
sur]0; +oo par f(x) = x’Inx est : OIS
sur 0 ; +oof

| Parcours d’'exercices ]

¢

Mg
[y

1,2,25,26

3,4,30,31

Mg,
B:

d

&
VR TR A A

5,6, 34,35

3
5

Mg,
B

7,8,38,39

3
5

9,10, 43, 44

i
¢

o)
B

11,12, 15, 16, 48, 49, 52, 53

¢

Mg
~)

13, 14, 50, 51

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c04-07

(C)

2

(&) (0]

In(\/g

~—~

2In(y/5 In3 +In(v3)xIn(v2)
n‘admet el admet
. une seule .
aucune solution . deux solutions
solution
x+2 n(4(2x + 4)) (x +2)In(2x + 4)
Dg=]—°°;1[ Dg=]—0°;0[ Dg=]—00;0[
et et et
(=" gl)=-— | gl0)= S
g T (x-1)In(1-x) 2 1-x (x=NIn(1-x)

f'(x) =5Inxet

Flax)=>-5et, Fx)=5Inxet€,

X 6 esttoujours | o u-dessus de T,
estau-dessusde T, au-dessus S0 2ee
sur]l; +oo[. deT,. ! ’

croissante sur

1
—=,;+%| et
%

décroissante

o ped]

décroissante sur
10; 1[ et croissante
sur]1; +oof

toujours décroissante
sur ]0 ; +oo[



Preparer le BAC

CONTINU

Positions relatives de courbes

Soit les fonctions f, g et h définies sur 10 ; +oo[ par
fix) =2Inx+ 3; g(x) = (Inx)2 et h(x)=2(Inx)? - In x.

1. Pour quelles valeurs de x les points de la courbe €,
sont-ils au-dessus de I'axe des abscisses ?

2. Montrer que g(x) - f(x) = (In(x) + T)(In(x) - 3) et en
déduire les valeurs de x pour lesquelles les points de (69
sont au-dessus de 6,.

3. a) Etudier le sens de variation de h.

b) Déterminer les coordonnées

des points d'intersection gode gode

de 6, et de l'axe des abscisses. gﬂ p. 97 Ewa p. 99

Retrouver I'expression de la fonction
La courbe ¢ donnée ci-contre est
la courbe représentative d’'une
fonction f définie sur -1 ; + o[
par fix) =ax? + bx+c-In(x+1)
avec a, bet cdes réels. La droite
T, est la tangente a ‘6 au point
A(0; 1) et passe par B(1; 0).

1. A partir des informations don-

nées, et sachant que f'(1)= %’

montrer que flx) =x*>+ 1 -In(x+ 1).

2. Déterminer le sens de variation de fet la limite en - 1.
On admettra que lim f(x)=+oo.
x—+®

3. Existe-t-il des tangentes a ‘6, qui soient perpendicu-
laires a 7, ? Justifier la réponse par un calcul.

4. Soit la fonction h définie sur1-1; + o[ par

h(x) = %2+ 1 -In (5 + 6x + 5). Etudier les positions

) Q}X\Ode ) q}‘\ﬂde

relatives de €, et ¢,. <22
F= 00 < 95 A p. 99 =M p. 101

Pourcentages, In et suites

La responsable d’'un aquarium public constate qu'en
absence d'action particuliere, la population d'une espece
de poissons augmente de 20 % par an. Pour démarrer un
nouveau bassin, elle décide de prélever 28 poissons a la
fin de chaque année. La situation est modélisée par une
suite (u,) de terme initial u, = 150, le terme u, donnant
une estimation du nombre de poissons le 1¢" janvier de
I'année 2018 + n.

1. Justifier que, pour toutn €N, u, , =12u_-28.

2. On définit la suite (w,) par w, = u_ - 140 pour tout
neN.

a) Aprés avoir montré que la suite (w,) est une
suite géométrique de raison 1,2, en déduire que
u,=10x1,2"+140.

b) Sachant que I'aquarium ne peut contenir plus de
200 poissons, la responsable doit-elle prévoir I'achat
d’un autre aquarium dans les années a venir ?

Sioui, en quelle année ? gade
0 p. 97

Probabilités et In Algo £

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe
a chacun de ses clients un panier de produits frais qui
contient une seule bouteille de jus de fruits en verre, qu'il
demande de rapporter une fois vide. On suppose que le
nombre de clients reste constant. Une étude statistique
réalisée donne les résultats suivants :

— alissue de la 1 semaine, la probabilité qu'un client
rapporte la bouteille de son panier est 0,9 ;

— si le client a rapporté la bouteille de son panier une
semaine, alors la probabilité qu'il raméne la bouteille de
son panier la semaine suivante est 0,95 ;

— si le client na pas rapporté la bouteille de son panier
une semaine, alors la probabilité qu'il raméne la bouteille
de son panier la semaine suivante est 0,2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I'agri-
culteur. Pour tout entier n on nul, on note R, I'évenement
«le client rapporte la bouteille de son panier de la n-ieme
semaine ». On noter, =p(R ).

1. Justifier que, pour tout entier naturel n non nul,
r..,=075r +0,2.

I‘ CUPCBEEAT Penser a utiliser un arbre pondéré.

2. On admet que, pour tout entier naturel n non nul,
r,=0,1x0,75""+0,8.

a) Ecrire un algorithme qui permet de déterminer le plus
petit rang n a partir duquel tous les termes de la suite
sont inférieurs a 0,80001. ohode

b) Retrouver ce résultat par le calcul

et l'interpréter dans le contexte de l'exercice.

Avec une fonction auxiliaire S
On considere la fonction f définie sur ]0 ; + [ par :

2 _
flx)= 5962&

x
1. Soit g la fonction définie sur 10 ; +oo[ par :

5x2-2+2Inx
2x2 )
a) Calculer la limite de g aux bornes de son ensemble
de définition.
b) Etudier les variations de g sur ]0 ; +[.
c) Montrer qu'il existe un unique réel a solution de
I'équation g(x) =0 et que 0. €10,5; 1[.
d) En déduire le signe de g selon les valeurs de x.
2. a) Calculer les limites de faux bornes de son ensemble

de définition. On utilisera lim (In(x)) =0.

g(x)=

x>+ X

b) Montrer que, sur 10 ; +[, f'(x) = y et en déduire
X

2
les variations de f.
c) Montrer que f admet un minimum en o et que ce

- 502 -1
minimum vaut .

o 0de
d) En déduire le signe de fsur 10 ; +[. e 7] p. 100

4 - Fonction logarithme népérien
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Carbone 14
L e carbone possede plusieurs formes — ou « isotopes » — lienmini.fr/maths-c05-01

parmi lesquelles le carbone 14, ou '4C. Cet élément
est radioactif, et sa radioactivité décroit au fil du temps a
un rythme parfaitement régulier. Les scientifiques s'en servent
donc comme « chronométre » pour estimer I'age d'objets trés

variés : ceuvres d‘art, roches, fossiles...

On analyse des fragments d’os trouvés dans

une grotte. Des mesures montrent qu’ils ont perdu
30 % de leur teneur en carbone 14.

Quel est I'age de ces fragments d'os? > Exercice 90 p. 133




[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienminifr/maths-c05-02 S é Ssdrma th

Calculer des dérivées de fonctions usuelles
Calculer la dérivée de fdans chacun des cas suivants, en précisant le domaine
de dérivabilité.
1 1
a)fix)=In(x) b)flx) = \/; Afx)=x> d)fix)= " e)flx)=—
x

L e . . u 1
Calculer des dérivées de fonctions de la forme u x v, " ou ”

On considere u et v des fonctions dérivables (v est non nulle quand elle est
au dénominateur).

Calculer la dérivée de fdans chacun des cas suivants, en précisant le domaine
de dérivabilité.

2

a)fi =& b) fx) = (x + 1)e* ) i) ==
X xX+2
d) ) = xIn () &)= —1 £) ) = xx
(x+5)?

Calculer des dérivées de fonctions composées
Calculer la dérivée de fdans chacun des cas suivants, en précisant le domaine
de dérivabilité.

a) flx) = e ¥+1 b) fix) = In (x2 + 3) ) fl)=/3x+1
d) f(0) = (4 + 1) e)fix) = [x2 + 4 £) flx) = —

Jx2+4

Calculer des dérivées de la forme f(ax + b), e, In(u(x))
Calculer la dérivée des fonctions f, g et h suivantes.

a)fix)=./4x +1 ,aVECx€:|—%;+oo|:;

b) g(x) = In (x2 - 3x+5),avecx € R

o h(x) =e* *+2-5 avecx € R

Identifier si deux fonctions ont la méme dérivée

Pour chaque cas, indiquer si les deux fonctions f et g ont la méme dérivée
sur l'intervalle I.

a)f)=In(x+1)+In(x+5)+1In(2)

etg(x) =In(x2+6x+5),1=1-1; +o[.

b) fix) = —

-xetglx)=1-x- =R

e¥ +1 e’ +1

Résoudre des équations
Résoudre les équations suivantes.

a)10e 3 =5avect € R b)-4e’t=12avectER
t

7 =
c)zex=50avecx€R d)8e 2=40avecteR

5 « Primitives et équations différentielles
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b
Physique Maths Histoire 10 min

n Découvrir la notion d’'equation differentielle

On a étudié une population de rongeurs dans une région soumise a un pré-
dateur. On note u(t) le nombre des rongeurs (en milliers) vivants au temps
t (exprimé en années) dans cette région. On admet que la fonction u, ainsi

définie, satisfait aux conditions u’(t) = %u(t) - %(u(t))2 avecu(0)=1.

1. Vérifier que la fonction u définie par u(t) = - est une solution.
1+2e4

2. Pourquoi peut-on affirmer que, tant qu'il y a moins de 3 000 rongeurs, la population est croissante ?

Une équation qui relie une fonction a sa dérivée ou a ses dérivées successives est appelée
une équation différentielle.

[l existe des notations différentes pour désigner une dérivée d’'une fonction fou y,
. dy
par exemple y,— (

La notation d_}/ fut utilisée par Wilhelm Gottfried Leibniz (1646-1716), la présence

. d .
lorsque la variable est x), d_)t} (lorsque la variable est t).

de dy et dx définit la dérivée comme étant le rapport /] quand ces variations
deviennent infiniment petites.

La notation y est due a Sir Isaac Newton (1642-1727) qui parlait de fluxions. Wilheimif-qttffied
eibniz
La notation f” a été amenée par le comte Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813).

“» Cours 1 p. 116

J

v,
30. min

B Découvrir la notion de primitive

A» Equationy’ =f

1. a) Déterminer une fonction y dérivable sur R telle que " (x) = e* + 3.

* 2
b) Déterminer une fonction F dérivable sur R+ telle que F'(x) = — - 1.

Jx

2. On cherche a déterminer une fonction G dérivable sur R et dont la dérivée est g(x) = (x + 2) e*
a) Peut-on déterminer G de la méme maniere que dans les situations précédentes?

b) En supposant que G(x) est de la forme (ax + b)e*, déterminer les valeurs a et b convenables. Conclure.

La fonction F est-elle unique?

3. On cherche a déterminer une fonction H dérivable sur ]0; + [ et dont la dérivée est h(x) = In (x).
Un logiciel de calcul formel propose cette expression pour H(x).

Démontrer que la fonction H a bien pour dérivée h. int(1n(x),x)

On dit alors que H est une primitive de la fonction h

. * -
sur l'intervalle ]0; +ool. x*1n(x) - x

B » Affirmations équivalentes
1. Peut-on affirmer que deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont la méme dérivée?

2. Démontrer I'équivalence suivante : deux fonctions f et g ont la méme dérivée sur un intervalle | si
et seulement si la fonction f — g est constante sur I. “> Cours 2 p. 118




B
TICE 3(.)=min

- ; . ' )
Introduire I'étude des équations )’ = ayety’=ay+b

A» Léquationy’ =y
1. Quelle fonction usuelle et non nulle est solution de I'équation y" = y?

2. Si une fonction f est solution de I'équation différentielle y" = y, la fonction Kf, ou K est un réel quelconque,
est-elle aussi solution de I'équation y’ =y ?

3. En déduire d'autres solutions de ' = .

B » Léquation y’ = ay et les fonctions de la forme x+— Ke?* avec K et a réels

1. Vérifier que la fonction x — e3* est solution de I'équation y’ = 3y.
En déduire d'autres solutions de I'équation.

2. Proposer des solutions des équations y’ =5y et y’ = -7.

3. A l'aide de GeoGebra, en créant des curseurs a et K, étudier les courbes représentatives des fonctions
de la forme x — Ke%,

4. Associer chaque fonction f ci-dessous a sa courbe représentative et donner I'équation différentielle dont elle
est solution.

a) flx) = -3e%* b) f(x) = 0,5e* ¢) flx) = 0,5e=%* d) flx) = -3e~2%¥ e) flx) = 0,5e~01¥
® ® ®
J J J
2 4 2L
X , | | o
4 2 4 2 0 2
x
2
-2 0 2 4
® ®
J J
4 4
2 2
x x
2 o 2 4 2 o 2 4

C» Léquationy’=ay+b
5Y 5
1. En remarquant que I‘équation différentielle y’ = 3y + 5 se raméne a Iéquation différentielle (E) :[y + 5) =3 ( y+ —],
5
montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f + = est solution de y/ = 3.
Donner alors des solutions de cette équation. 3

2. On considere I'équation différentielle y' = ay + b, a et b étant des réels non nuls.
Quelles solutions peut-on donner a cette équation ?
“» Cours 3 p. 120
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Cours

o Equations différentielles et primitives

Equation différentielle
* Une équation différentielle est une égalité liant une fonction inconnue y de la variable x, ses dérivées
successives §/, )”,.... et éventuellement d’autres fonctions (constantes, f...).
¢ On appelle solution d’une équation différentielle toute fonction dérivable vérifiant 'égalité.
Résoudre une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions solutions vérifiant I'égalité.

Exemples
e La fonction x —> e~* est solution de I¢quation y” — y = 0 car, pour y(x) =e ™, ona y"(x) =e™%,
donc y”(x) - y(x) = 0.

i . o, 1
e La fonction x — In(x) est solution de I'équation y'(x) =—.
X

(CRemarques

(1) La dérivée est associée a un taux de variation, quotient des variations de y sur les variations de x,
d'ou le terme différentiel.

(2) On peut étre amené a utiliser I'écriture différentielle ' = j_)’ ouy = %
x
Exemples
d d
1-2}/+3y=0 Y=y (1) +5t+1 .d_)t}+5y=0 od—y:2y(x)+x2
x

bEMIGLY Primitive d’'une fonction

Soit fune fonction définie sur un intervalle | réel.

On appelle primitive de la fonction f sur | toute fonction solution de I'équation différentielle y" =f.
Ainsi, une fonction F est une primitive de f sur | lorsque, pour tout x de |, on a F’(x) = f(x).

La fonction x> x est solution de I'équation différentielle y/ = 2x.

I Exemple
La fonction F: x+> x2 est une primitive, sur R, de f: x> 2x.

Primitives de fonctions usuelles

Fonction f Intervalle de définition Primitive F
flx)=a R F(x) = ax + k, avec k réel
o) = x7 R si n entier naturel
o —o: . F(x) = xM+1 4+ k, avec k réel
n entier relatif différent de — 1 . ] * ',+0[_Ou 105+l n+1
si n entier négatif non nul sauf - 1.
1
flx) = —= 10; +0o[ F(x) = 24/x + k, avec k réel
Jx
flx) = e* R F(x) = e* + k, avec k réel
f(x) = 1 10; +oo[ F(x) = Inx + k, avec k réel
X

CRemarque
On obtient ce tableau par lecture inverse du tableau des dérivées usuelles.
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Méthodes — 7
lienmini.fr/maths-c05-03 5 2sdlTl ath

Sode
5- Montrer qu’une fonction y est solution d'une équation différentielle

---------- eeccc0cccccccccccce eecccccccce eeccccccce e0cc0ccccccc00c0000000e

Enoncé

Dans chacun des cas, montrer que la fonction y est solution de I'équation )’ =fsur I.
a) y(x) = 3x5 X2 +5x-1; f(x) =15x%-2x+5,avecl =R

1
b —- o1f . 1=]0; + . .
V=7 - eif= PPN 07+l RUURRURRIIRN  Conseils & Méthodes  NRNNNN

a) La fonction y est bien dérivable sur | car c’est une somme
de fonctions dérivables sur | :

(%) = 15x* - 2x + 5 = flx). a

Ne pas oublier de justifier la dérivabilité.

Pour justifier de la dérivabilité, penser a utiliser

les opérations sur les fonctions dérivables. Ici la
fonction y est la somme de fonctions dérivables
sur |, donc elle est dérivable sur .

eeeccccccccccccccoe,

ﬂ Calculer la dérivée et retrouver f.

®ec00c00000000000000®

b) La fonction y est dérivable sur | et y’(x) = _—: - —==f(x), ]
|=]0,+OO[ X 2\/; ©0000000000000000000000000000000000000000000000 ©
Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonc- n Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonc-
tion y est solution de I'équation y’ = fsur . tion y est solution de I'équation y” = fsur un intervalle | a
5 3 Sciser.
a) y(x)==x3 + =x2;flx) =5x2 + 3x; 1 =R preciser. .
3 2 e~ e¥(x-1)
a) ylx)=—ifld=—-5—
b) y(x) = o5 + 5 () = 5 11=10; 41 x 1
b) y(x)=x +In(x)

f x

) Exercices 27 a 35 p. 126

hode
2 Déterminer la primitive d'une fonction usuelle
Enoncé
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une primitive F surl=]0; + [ oul=R.
a) x> b) x— &3 c)xn—>i4
x x

. "
Conseils & Méthodes
e e e T T e T T e eVl

PR s 1 .
ﬂ D’apres le tableau du cours une primitive de — est la fonction In (x).
x

il Solution

) ﬂ F(x) = In(x)
b) F F(x) = 1 x4
2 (S

ﬂ Appliquer la formule du tableau des primitives des fonctions usuelles.

eecccccccccccccsccccce
®e00cc00000000000000000

c) Fx)=x* ﬂAttention dans le tableau du cours, lorsque I'entier n est négatif avec
. el S I 1 .
L'entier n est négatif, égal a —4. ﬂ‘ n # -1, dans la formule F(x) = - x"*1 + k le nombre n + 1 est aussi
1 -1 - n+
Fo)= —— x M1 =—x3=——. négatif.
E] Déterminer une primitive de la fonction f sur l'inter- Déterminer une primitive de la fonction f sur un
valle . intervalle | a préciser.
5 -1 1 -2
a) flx)==x31=R b) f(x)=— ;1=10; +° a)f(x)=— b) flx) =—
3 X \/; X

> Exercices 36 et 37 p. 127
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Cours

e Existence et calcul de primitives

Existence de primitives

Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur .

Ensemble des primitives et conditions initiales

Soit fune fonction continue sur un intervalle | et admettant une primitive F. Alors 'ensemble des
primitives de f sur | sont les fonctions de la forme F + k, avec k réel. Pour tous réels x, de | et y, de R, il existe
une unique primitive qui prend en x;, la valeur y,, c'est-a-dire une unique primitive F telle que F(x,) = y,,.

® Démonstration

© VIDEO E55E
Démonstration k]
lienmini.fr/maths-c05-04  [m] ]

Soit fune fonction continue admettant une primitive F sur un intervalle I.

La dérivée de la fonction x — F(x) + k est x — F’(x) + 0 =f(x),
d'aprés les opérations sur les dérivées : x — F(x) + k est donc une primitive
defsurl.

Réciproquement, si G est une primitive de f sur | alors, pour tout x de |,
G'(x) =F'(x) =f(x), C'est-a-dire (F - G)’(x) = 0.
Ainsi il existe un réel k tel que F(x) — G(x) = k c'est-a-dire F(x) = G(x) + k.

Si, de plus, F(x,) =y, alors F(x,) =y, €équivaut a Glx,) + k =,, soit k =y, = G(x,).

(CRemarque
On dit que deux primitives d’'une méme fonction différent d'une constante.

Exemple
« Soit f: x — e2*, La fonction fest continue sur R, la fonction F : x — Eezx est une primitive de fsur R.

Alors toutes les primitives sont de la forme x+— Eez" +k, avec k réel. La primitive quien 1 prend

1 1 1 1 1
la valeur 0 est G(x) = Eez" + k telle que G(1) = Eez +k=0,donck=- Eez et G(x) = Eezx - Eez.

Primitive et somme. Primitive et multiplication par un scalaire

Soit f et g deux fonctions admettant respectivement les primitives F et G sur un intervalle I.
La fonction F + G est une primitive def+gsur .
Soit A un réel. La fonction AF est une primitive de Af sur I.

Exemple
) oo 2
La fonction x +— 5e* + 2Inx est une primitive de x — 5e* + S Sur 10; +ool.

Primitives de fonctions composées

Les théoremes opératoires sur le calcul de dérivées permettent d’établir le tableau suivant sur les
primitives. On considére que u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I.

118

Forme de la fonction Primitive a une constante pres Conditions
2u'u u?
ul
" In|ul u(x) # 0 pour tout x de I.
u'eY ev
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Méthodes

lienmini fr/maths-c05-03 Sesamath E xe rc l c es

0de Déterminer I'ensemble des primitives d’une fonction,
ou une primitive avec conditions initiales

Enoncé
1.Soit f: x> 3x% + - Vérifier que la fonction F : x> & + In (x) est une primitive de f sur ]0; +[.

2. En déduire I'ensemble des primitives de fsur]0; +o[.

3. Déterminer I'unique primitive de fsur ]0; + [ qui prend en e la valeur 0.

1
1. F est bien dérivable sur | et F/(x) = 3x2 + —. -
x ® eeeccccccce conseilS&MethOdes ®eecccccccce

2. L'ensemble des primitives de fsur ]0; + %[ sont
les fonctions de la forme x > G(x) = x> + In(x) + k, oU k € R. ﬂ

3.G(e)=0=e3+In(e) +k=0=k=-1-¢3.
La primitive cherchée est donc la fonction G définie sur JO ; +[ par:
G)=x3+In(x)-1-e3.

A vous de jouer ! |,

ﬂ Se rappeler que deux primitives différent
d’une constante.

ﬂ Pour trouver la constante qui convient lorsque
des conditions initiales sont imposées, on résout
une équation.

®00000000000000000000000000000000000000000000000 o

ececcccccsccccce,

®ess000cccccscce

E] 1. Montrer que la fonction F: x+— xIn (x) - x est une ﬂ 1. Montrer que F : x — e est une primitive de
primitive de x +— In (x) sur 10; +oo[. f:x— 2xe* sur R.
2. En déduire I'ensemble des primitives de Insur]0; +9°[. 2. En déduire I'unique primitive H de f sur R telle que
H(0) =5. 9 Exercices 38 a 41 p. 127
50de

Enoncé
Pour chacune des fonctions f proposées, déterminer une primitive F sur R ou ]0; + [.

a) flx) =23x2+2)(x3 +2x) b)flx) = (2x+ 1) e ™*2  ¢)f(x)= x§i1

K solution 1 OO Conseils & Méthodes SRR

On reconnait la forme 2uu’ du cours. Penser
a bien vérifier les trois facteurs: 2 ; u et u'.

a) ﬂ On reconnait la forme 2u’u avec u(x) = x3 + 2x.
Une primitive sur R sera F: x — (x3 +2x)2

ﬂ Bien vérifier la dérivée de u.
b) On reconnait la forme u’e¥ avec u(x) = x2 + x + 2 a

Une primitive sur R sera donc F: x +—> eX +x+2 ﬂ Penser a vérifier le signe de u.

eseccceccccccccce

®ecccsccccccccccce

®e000000000000000000000000000000000000000000 o

. u’
<) ﬂ On reconnait la forme — avec u(x) = x2 + 1> 0.
u

Une primitive sera donc F : x —> In(x? + 1).

A vous de jouer ! |,

Déterminer une primitive de chacune des fonctions f n Déterminer une primitive de chacune des fonctions f
suivantes sur l'intervalle I. suivantes sur l'intervalle I.
a)flx)=-e ¥ 1=R. a) flx) =2(4x3 +3) (x* +3x); =R
3x2 3 1
b) f(x)=———;1=10; +o°[. b) f(x)=——; 1= |—;+
) f(x) PE ] [ ) f(x) 3] L 00[
) fx)=22x+ N2 +x-7);1=R. ) fix) =2e2+1: =R ) Exercices 42 a 47 p. 127
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Cours

e Résolution des equations differentielles

. ’ e . /
Enser_nble des solut.lc_ms.d une équation y' = ay,
solution avec condition initiale

Les équations différentielles de la forme y’ = ay ol a est un réel non nul ont pour solutions les fonctions
x+—> Ke%, avec K réel.

Pour tous x, et y, deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution prenant en x;, la valeur y,,
C'est-a-dire telle que f(x,) = y,.

® Démonstration

On vérifie facilement que toute fonction de la forme x — Ke?, ou K € R, est solution.
Réciproquement, il faut prouver que toute solution est de cette forme.

Considérons g une solution de I'équation y' = ay.
On a alors, pour tout xde R, g’(x) = ag(x). Démonstration el
Définissons une fonction t par t(x) = g(x) x e~ %, lienminifr/maths-c05-05 - [a%:2%

Cette fonction est dérivable sur R et, pour tout xde R, ona:

t(x)=g'(x) xe ™ -ag(x) e =e"%(g'(x) - ag(x)) = 0.

La fonction t est donc une fonction constante. Il existe un réel K tel que, pour
tout xde R, on a t(x) = K, et ainsi g(x) = Ke%".

(CRemarque Voici I'allure des courbes des fonctions Ke®* obtenues pour K positif puis pour K négatif et en
faisant varier le coefficient a.

Y Y
K positif et a négatif K positif et a positif
X X
K négatif et a négatif K négatif et a positif
Exemple

L'équation différentielle (E) : y” = 3y a pour solutions les fonctions de la forme x — Ke3*.
L'unique solution de (E) telle que f(0) = 2 est la fonction x — 2e3*.

. , . . ,
Enser_‘nble des squt.lc_ms d une équation y’ =ay + b,
solution avec condition initiale

Les équations différentielles de la forme = ay + b ou a est un réel non nul et b un réel ont pour solutions
les fonctions x —> Ke% — —, avec K réel. Pour tous x;, et y,, deux réels donnés,, il existe une unique

a
fonction f solution prenant en x;, la valeur y,, c’est-a-dire telle que f(x,) = .

(CRemarques b
* La fonction constante x — —— est une solution particuliere de I'¢quation.
a

* Ce théoreme est admis.

® Exemples

« La fonction constante égale a 1 est solution de I'équation y' = y - 1.
Ainsi toute fonction solution est de la forme x— 1 + Ke*, avec K réel.

L'unique solution qui prend en 0 la valeur 0 est x — 1 - €%,

I . . L . 5
« 'équation ' = 2y + 5 a pour solution particuliere la fonction constante x — -5

. -5
Les solutions sont donc de la forme x— 7 + Ke?,
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Méthodes -
onminifmathec0508. DE2SAMMath

50de
Eﬂ Résoudre |'équation y’ = ay

Enoncé

1. Résoudre l'équation 3y = 2.
2. Donner l'allure des courbes solutions.

3. Déterminer ensuite I'unique solution f telle que f(1) = e.

m M Conseils & Méthodes |}

Retrouver la forme

1. ﬂ L'équation 3y = 2y correspond a la forme y/ = zy.
3 d‘équation y' = ay.

2

=X
L'ensemble des solutions sont les fonctions x+—> Ke3 . Pour trouver l'unique
fonction solution telle
que f(x,) = y,, résoudre
14 H ax, _
Ie.quatlon Ke®o = y,
d'inconnue K.

®e0ccccc000000000000000000 00

2. Si K est positif, les courbes sont au-dessus de I'axe
des abscisses, si K est négatif elles sont en dessous.
2
3. ﬂ La solution cherchée est telle que Ke3 =e,
-2 1
soitK=e 3 xe=e3,

eseccsecsecscccsccsccsoe,
®ecccccc000000000000000’

T+2x

2
- —x
Clestlafonctionx+—>e3 xe3 =e 3 .

A vous de jouer ! |,
@ 1. Résoudre les équations différentielles. m 1. Résoudre les équations différentielles.
a)y =2 b) y =-5y a)y+!y=0 b) 4y +5y=0
2. Donner l'allure des fonctions x — Ke™>* en discutant 3

2. Déterminer la solution f de I'équation 4y’ + 5y =0, telle

selon le signe de K. que (1) = 2.

) Exercices 55 a 61 p. 128-129

2node
) B B . i
En Résoudre I'equationy’ = ay + b

Enoncé
a c ; 2 . ils & Méth
Déterminer les solutions de I'équation 2y =8y - 10 R asnseils & Methodes  RERRRRNN

puis trouver la solution qui s'annule en 1. ﬂ Retrouver la forme ' = ay + b.

ﬂ L'équation 2y’ = 8y — 10 correspond a la forme y = 4y - 5.

Déterminer la fonction constante
solution. En déduire alors la forme
de toutes les solutions.

Pour trouver I'unique fonction solution
telle que flxy) =y, ici (1) = 0, il faut
résoudre I'équation d'inconnue K.

5 5  ®eecccccccccccccccccccccccccccccccccescscs s

ﬂ La solution cherchée est telle que% +Ke* =0, s0itK =e™ x — =

. 5 .
La fonction constante 7 est solution. ﬂ

R R XN

. . 5
L'ensemble des solutions sont les fonctions x +— ) + Ketx,

®ecccccc00ccc00000000000e

4 4e*
Résoudre les équations différentielles. EF Rrésoudre I'équation différentielle y = 0,5(y + 20).
a)y=2y+1 b)Yy =-5y+2 Donner la solution qui prend la valeur -30 en 4.
Ay +y=3 d) 4y’ +y-5=0 > Exercices 62 a 66 p. 129
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Meéthodes e
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Exercices

Enoncé

On considere I'équation différentielle 2y’ - 5= 0.
. Résoudre cette équation différentielle.
. Déterminer la solution ftelle que f(1) = e.

. Etudier les variations de f sur R.

. Déterminer la valeur de x pour laquelle f(x) = 20.

1
2
3
4. Etudier les limites de fen + et -,
5
6. Résoudre I'inéquation f(x) > 40.

7

. Ecrire un algorithme permettant de déterminer a partir de quelle valeur entiére positive de x on a f(x) > 10 000.

m B Conseils & Méthodes [N

5 . .
1. ﬂ 2y/ -5y =0 est de la forme )/' = %}/, les solutions sont les fonctions x — Ce2". ﬂ:‘/é()slgllzt?:)itzce)(lj'ztfuzgz:j/ —ay

5 Deed e g _ cof . —% d _ -% % _ 5x2_3 Connaissant f(x), calculer
’ ﬂf( JEeeomefil=te? 50 =5 =€ ndonc flx)=se 2 e € : f(1) puis résoudre I'équation
@2 pour trouver C.
5 5 5x-3 ) P
3. ﬂ D'apres I'équation f*(x) = Ef(x) = Ee 2 >0, donc fest strictement ﬂ Cest le signe de la dérivée

’ qui donnera les variations.
croissante sur R.

5x —3 P Il faut étudier la limite

© 6000000000000 00000000000000000000000000000
®ecccc0sccc000000000000000000000000000000000 o°

4, lim =+ et lim e” =+ dong, par composition, lim f(x) = +c°. / : <
00 St P P x_),rmf( ) d’une fonction composée.
lim 5% =8 __ et lim eX=0 dong, par composition, lim f(x)=0. aPenseré I'équivalence
x>0 X—-c° x—>=00 e?=bsa=In(b).
5x-3
— 3 +2In(20 0 A
5. )= 20 équivaut a2 2206 5x-3=2I20 & x= >+ 20 Cest une boucle non bornée
s 5 qu'il faut dans I'algorithme.
*= 3 + 2In(40) o eeesansesocsscesacessnesanssnns .

6. f(x) > 40 équivautae 2 >40,ce quidonne x>>— """

]3 + 21In(40) [ >
S=———j;——ﬂ+w.

7. ﬁ En langage naturel, I'algorithme est :

x<0
Tant que exp(sxT_3) < 10 000

Xex+1
Fin tant que

A vous de jouer ! |,

Soit I'équation différentielle 3y’ + 2y =0. Soit I'équation différentielle y" - 5y = 3.
1. Résoudre cette équation différentielle. . Résoudre cette équation différentielle.

2. Déterminer la solution f telle que f(0) = e.

3. Etudier les variations de f sur R.

4. Etudier les limites de fen 4+« et — oo,

5. Déterminer la valeur de x pour laquelle f(x) = 5.

Algo £

. Déterminer la solution ftelle que f(0) = =

1
2
3. Etudier les variations de fsur R.

4. Etudier les limites de fen +% et —,

5. Déterminer la valeur de x pour laquelle f(x) = - 10.
6. Résoudre l'inéquation f(x) < -100.

7. Ecrire un algorithme permettant de déterminer a partir
de quelle valeur entiére positive de x on a f{x) < -10000.

) Exercices 79 a 81 p. 131
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S0de

0

Enoncé

Une note de musique est émise en pincant la corde d’une guitare électrique.
La puissance du son émis, initialement de 100 watts, diminue avec le temps t, mesuré en secondes.
On modélise par f(t) la puissance du son émis, exprimée en watt, t secondes aprés le pincement
de la corde. Le son saffaiblit a une vitesse proportionnelle a sa puissance, il a été établi

que le coefficient de proportionnalité est de - 0,12.

1. Ecrire I'équation différentielle traduisant la diminution de son.

2. Déterminer la fonction f solution de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition

initiale f(0) = 100.

3. Quelle est la puissance du son deux secondes apres le pincement de la corde ?

Arrondir au watt pres.

4. Résoudre par le calcul I'équation f(t) = 80, on donnera la valeur exacte

et la valeur approchée a 1073. Interpréter ce résultat.

jl Solution
Ry =-01.

2. [ Les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions définies pour
tout réel t par t — ke~ %12, ol k est une constante réelle quelconque.

La condition f{0) = 100 équivaut a ke=%12<0 = 100, d'ou k = 100.
Ainsi, la fonction f est définie sur [0 ; +92[ par f(t) = 100e-%12,

3. Il suffit de calculer f(2) = 100e~%12%2 = 79,

Arrondie au watt pres, la puissance du son deux secondes aprés le pincement

de la corde est de 79 watts.

4, ﬂ Il suffit de résoudre I'équation f(t) = 80 <> 100012t = 80 & e~ 012t =

o In(e012) = In(0,8) & ~0,12t = In(0,8) e t = . 0:8)

1

~ 1,86.

(résolus

= Cours 3 p. 120

I Conseils & Méthodes |

Si fest la fonction puissance,
alors la vitesse d'évolution
de cette puissance est f".

On traduit ensuite I'enoncé.

avec une condition initiale qui
assure l'unicité de la solution.

Interpréter la fonction fdans le
80 contexte de l'exercice.
‘IOO 0000000000000 00000000000000000000 L

¢ HFAOn retrouve le modéle ' = ay

La puissance du son émis 1,86 seconde apres le pincement de la corde sera égale a 80 watts.

A vous de jouer ! |,

Une fibre optique est un fil trés fin, en verre ou en
plastique, qui a la propriété d'étre un Physique
conducteur de la lumiere et sert dans la

transmission d’un signal véhiculant des données. La
puissance du signal, exprimée en milliwatts (mW), s'atté-
nue au cours de la propagation, exprimée en km. On
admet que la fonction puissance g est définie et dérivable
sur l'intervalle [0 ; + o[ et qu'elle est solution sur cet inter-
valle de I'équation différentielle y’ + 0,035y = 0.

1. Résoudre |'équation différentielle y" + 0,035y = 0.
2. Sachant que g(0) = 7, déterminer g(x).

3. Pour rester détectable, un
signal doit étre amplifié des
que sa puissance devient
strictement inférieure a
0,08 mW. Le signal sera-t-il
encore détecté au bout de
100 km de propagation ?

m Le sel se dissout dans l'eau
enions Nat et CI~ a une vitesse
proportionnelle a sa masse. Il 'y
avait au départ 25 kg de sel. On
note o le coefficient de propor-
tionnalité traduisant I'évolution
de cette dissolution.

1. En notant (t) la quantité de sel (en kg) a l'instant t (t = 0),
écrire, en fonction de o, '€quation différentielle qui traduit
le probléme de la dissolution du sel. A I'aide de la condi-
tion initiale, déterminer la fonction solution exprimée a
l'aide de c.

2. On sait de plus qu'il ne reste que 15 kg de sel apres
10 h écoulées.
En déduire la valeur de o puis I'expression de la solution f{t).
3. Quelle masse de sel reste-t-il aprés 4 h ?
4. Au bout de combien d’heures ne reste-t-il plus que
0,5kgdesel ?

) Exercices 67 et 68 p. 129

5 « Primitives et équations différentielles
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Exercices (apprendre a démontrer Comemts

V.

Les équations différentielles de la forme )’ = ay ou a est un réel non nul
ont pour solutions les fonctions :

x+— Ke%, avec K réel.

» Comprendre avant de rédiger

Il s'agit de prouver I'équivalence suivante : une fonction de la forme x — Ke? est solution
et réciproquement toute solution est de la forme x +— Ke%,

» Rédiger

Etape €@ La démonstration rédigée
On vérifie que toute fonction y de la forme =3  Considérons une fonction y : x — Ke®
x+— Ke% avec K € R, est solution. On a alors, pour tout x réel, est y’(x) = Kae®, ainsi

ay(x) = a(Ke®™) = Kae®™ = y’(x).

Réciproquement, il faut prouver que toutes Réciproquement, nous devons montrer que toute
les solutions sont de cette forme. fonction solution est de la forme x+> Ke®.

Etape @
En considérant une fonction g solution, on définit =9 Considérons g une solution de I'équation y” = ay.
une fonction auxiliaire t dérivable et dont la dérivée On a alors, pour tout x de R :
est nulle. g'(x) = ag(x).
Définissons une fonction t par :

—ax

t(x) = g(x) x e™,
Cette fonction est dérivable sur R et, pour tout x de R,
ona:

—-ax —aX

vO) =g (W) x e
t(x) = e (9'(x) - ag(x))

—ag(x) e

¢(x)=0
Etape @
Toute fonction dont la dérivée est nulle est 9 La fonction t est donc une fonction constante.
une fonction constante, donc t est constante. Il existe un réel K tel que t(x) = K et ainsi g(x) = Ke%,

» Pour s’entrainer

De la méme fagon, montrer que les solutions de I'équation différentielle y” = —ay, avec a non nul,
sont les fonctions de la forme x+— Ke=%, avec K réel.
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Calculs et automatismes
lienmini.fr/maths-c05-06

Existence de primitives
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) La fonction x— ,/x2 -4 admet des primitives sur
12; +0oo[.

b) Toute fonction dérivable sur un intervalle | admet des
primitives sur I.

EE) Primitivesdex", n €7, n # -1
Pour chaque fonction ci-dessous, déterminer une primitive
surl=]0; 4.

b)x—x’ d)x'—>1— e)x—>x5

1
Qx—>—
x3

1
a)x—>— 5
X X

EL) Logique

Compléter les phrases ci-dessous.

a) Si F est une primitive d’'une fonction f sur |, alors toute
fonction de la forme ... est aussi primitive de fsur |.

b) Considérant deux fonctions F et G dérivables surl,ona:
(F-G)’=0équivauta ... .

¢) Si deux fonctions fet g continues sur | sont égales, alors
leurs primitives ...

FZ] Primitives de fonctions usuelles
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

1
1. Une primitive de x — T surl=]0;+[ est:
x

Elx—>Jx Blro2yx x> -x !

T

2. Une primitive de x —> 3x2 + x+ 1 sur R est :

[a]x—>a3+ 22 +x
[clx—33+x2+x

3 1 2
[B] x> x +5x +x

1
@xH3x3+Ex2+x

L 1
3. Une primitive de x — —sur]0; + o[ est :
X

1

E]xH_—Z @x»% [clx—In(x) @]x'—ﬂn(lj
X X X

28 Primitives et opérations
Recopier et compléter le tableau suivant en proposant une
fonction fet une primitive F.

Forme (u fonction dérivable) f(x) Primitive F(x)

2u’u

’

u

u’e¥

EXErCICES ( calculs et automatis

P73 Equations différentielles

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a) La fonction x — e3* est solution de I'équation  + 3y =0.
b) La fonction x+— 2 — e* est solution de I'équation y' - y=2.
c) La fonction x +— 2 + e™ est solution de I'équation

Y +y=2.

F2) Equations différentielles du typey’ =ay

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
1. Lafonction x — 3e* est solution de I'équation différentielle :

aly’=3y [Bly'=-3y [cly'=- [dy=y

2. Lafonction x — 5e~%*est solution de I'équation différentielle :

aly’=2y [Bly=-2y [cly’=5y [dly’=-59

Equations différentielles y’=ay+ b
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

1. Une solution particuliere de I'4quation différentielle

s ] . . s
ysy= 10 est la fonction constante égale a :
[al20 [b]-20 (<10 [d-10

2. Une solution de I'équation différentielle y” = 2y + 2 est :
[alx—>e24+1 [Blx+se2¥-1
[clx—>e?+1 [d]x—>e?*-1

3. La fonction x — 2 — e~#" est solution de l'équation dif-
férentielle :

[aly’-4y=8
[cly’-8y=4

@y'—2y=8
[dly’ +4y=8

FA Lecture graphique (1)

Parmi les courbes suivantes, €,
retrouver celle qui correspond
ala solution de I'équation dif-
férentielle y” + y = 0 et qui

prend en 0 la valeur >

F3 Lecture graphique (2)

On a représenté ci-dessous certaines solutions de I'équation

, 1
différentielle y =5

On consideére dans les 34
questions ci-dessous 2
toutes les solutions de

I'équation.

y
x
i ; — >
1. Soit un point M, = 2 3
donné de coordonnées - \‘\
My(x, 5 yp). Combien A N

de courbes passent
parM,?

2. Montrer que les tangentes a toutes les courbes au point
d'ordonnée 2 sont paralléles a la droite y = x.

5 « Primitives et équations différentielles
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Exercices

Montrer qu'une fonction
est solution d'une équation .,
différentielle B p.1w

.................................................

Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur R.
a) flx) =3x+1 etF(x):%x2 +x+3

b) f(x) =—x2+e"etF(x)=_?1x3 +e*+1

C)f(x)=x4+x3+xetF(x)=%x5 +%x4+%x2

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a préciser.

a)flx)=-2x+1- et F(x) =-x2 +x-8In(x-4)

b)f(x)=ﬁ+1etF(x)=2\/;+x—1

m 1. Vérifier que la fonction F est une primitive de f
sur R.
a) flx) = (x + 1)e* et F(x) = xe*
(x2 = 2x+1)e* ex
— 5 —etF(x)=——
(x2 +1)2 x) (x2+1)

2. Vérifier que la fonction F est une primitive de f sur
10; + o[

a) f(x)= e"[1 - 2x] et F(x) = /xe*

b) f(x)=

2Jx

b) £(x) = In(x) + 1+ — et F(x) = (¢ + 1)In (x) — 1
X

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.

a) fx) =(x+1)2etF(x)= %(x +1)3

2x+1 -1
d et

)= e Y e
2x+3 -1
c)f(x)—metF(x)—m

d) f(x) = f et F(x)=[x2 +1

x%+1

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.

a) f(x) = (3,6x+ 2,4)e 00— 1 4 et F(x) = (-6x— 14)e~%0* - 1 4x
b) f(x) = (-x2 + 20x — 2)e" 91 et F(x) = 10(x2 + 2)e~ 01

O f(x) =S ot pay = &

X X

d) Flx)= =5 et F(x) =115
ex e*

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.

Inx -1 X
a) f(x) = (In x)2 (X)—m
b) f(x)=w et F(x)=L_|nx
x

x
o) fix) =xQ2Inx+ 1) et Fx) =x2n x - 1

d) flx) = 210%

et F(x)=(Inx)2 +5

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.

a) fix) =—4xe et F(x) = 2x + 1)e 2+ 3

b) fix) = Inxet F(x) =xInx-x

) flx) = 2 000e~%2x + 15x2 + 50x et

F(x) =10 000e~92* 4 553 4 25x2

La courbe ci-dessous représente une fonction f définie
sur R. On note f” la dérivée de f et F une primitive de f.

| y

N N

,___—
N W~ G,
——

| —
—_

\

Choisir la bonne réponse.

[a]f’ est positive sur[2; 4].

[B]f” est négative sur[-3; -1].
[€]F est décroissante sur [2; 4].
[d]F est décroissante sur [-3; - 1].

w N

E La courbe ci-dessous représente une fonction g définie
sur R. On note G une primitive de g sur R.

J

N W b

e

x
10 2 3 4 5 6
/T \
Choisir la bonne réponse.
La fonction G est :
[a] convexe sur l'intervalle [- 1 ; 5]
[b] concave sur l'intervalle [- 1 ; 5]
[c] croissante sur[2;5]  [d]décroissante sur[2; 5]



P'rimitive ot
d'une fonction usuelle A p1y

.................................................

- Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction fsur l'intervalle I.
a)flx)=e*;1=R

b)f(x)=ﬁ;l=]o;+oo[

Qf(x)=":1=10; +o[
X

d) Fx) = 151210+
X

Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction fsur l'intervalle I.

a)f(x)=§x3;l=[RR

b) f(x)=%x2;l=lR{

O f(x) =1 ;1=10; +l
X

d) f(x)=i3;|=]0;+°°[
X

Ensemble des rlmltlves d'une
fonction usue e, primitive .
avec conditions initiales A . 119

.................................................

- Déterminer un intervalle sur lequel la fonction fadmet
des primitives, puis donner I'ensemble des primitives F de f.

a) flx) =e* b) f(x)= ﬁ

Q) f(x) = d) ) =
X

m Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales F(x,) = y, données.

a)flx)=e*;x,=0ety,=
b)f(x)=T,xO 4ety,=0

o) f(x)= ,x0—1ety0 -5

d) flx) =x2; x,=—1ety,=2

Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales F(x,) =y, données.

a) flx) =x3; x,=—2ety,=0

b) ()= 4%, = 1 et yy =

1 1
c)f(x)=;;x0=5ety0=1

1
d) f(x)=F;x0=—1 ety,=
La pente de la tangente en tout point (x; y) d'une

. L2 . .
courbe est égale a —. Trouver l'équation de cette courbe
x

sachant qu'elle passe par le point P(—1; -2).

Exercices

.................................................

m Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction fsur R.

a) ) =43 +3x2 + x+ 1

b) flx) =x*+x2 +5

o) flx) =e*+x3

d) flx) =2e¥+3x2 + 5

Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des
fonctions fsur 1=10; +0c.

a)f(x)= —+x
1
b)f(x)=T+x+2
X

c) f(x)=2+5x
x

1 1
+—+1

2\/;x

Choisir la bonne réponse.
1. Une primitive sur R de x— —3e~3¥est :

[alx+—>-3e73 [B]xr>e 342
[clxrs-e3+2e [d] x> 33

d) f(x)=

el 2
2. Une primitive sur R de x+—> 2xe¥ ! est:
[a] x> e 1 4+ e2 [B] x> 2e¥"-1 + 2
[C]xr>2xe¥ " +e? [d]x+—>-e¥"1+e?

3. Une primitive sur R de x+> (x + 5)e %2 est :
[alx+—>-5(x+5)e 02 [B]x— 5(x+5)e02
[€]x— 5(x+ 10)e"02 [d]x > -5(x+ 10)e™ 02~

m Déterminer une primitive de chacune des fonctions f
surl=R.

a)fix)=e”

b) f(x) = - 2xe™"

<) f(x) = 3x2 + 1)e¥+*

d) f(x) = x# e+

Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des
fonctions f sur un intervalle | a déterminer.
2x +1 1

a)flx)= —— b) f(x)=——
xc+x+1 x+1

A =204 N2 +2x  d)F(x)=2In(x)
X

Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des
fonctions f sur un intervalle | a déterminer.

a) f(x)=3xe* +1 b) f(x) = (5x+ 1)3
X X
= d)f S A—
< fx) 3x2 +1 Vi) = (3x2 +1)2

5 « Primitives et équations différentielles 127
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d'application

Exercices

Déterminer une primitive .. ...
avec conditions initiales “Edet @ p. 119

.................................................

Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales Flx) = y,.

a) f(x)=2(x-Ne*"2"2;x, = 2 ety,=1

b) flx) = 2x+ (X2 +x-1);x,=-1ety,=1

c)f(x)=£|n(x)+x;xo=1 ety,=3
x

Déterminer la primitive F de fvérifiant les conditions
initiales F(xo) = y,.

6x+1
a)f(x)—m,xo—Oetyo—O
1
b) f(x)=—x|n(x);xo=eety0=2

c) flx) = 2e%*+1 ; x, = 1ety,=0

m 1. Justifier pourquoi la fonction TICE

e* S
In(x) x e¥ + — admet des primitives sur ]0 ; +oo[.
X

2. Al'aide de l'extrait Xcas ci-dessous, déterminer la primitive
quis'annuleen 1.

deriver (exp (x) *1n(x))

1n (x) *exp (x) +&x(x)

m On considere la primitive F de la fonction
1

1T —x
f(x)=2—5e 2" sur R et telle que F(0) = 1.

1. Montrer que F est croissante sur [-2In4 ; + o],
-1
2. Déterminer lesréelsaetbtelsque F(x)=ax + b + ez’

m Choisir la bonne réponse.

La primitive de la fonction f: x— - 7xe* qui prend en 0 la
valeur 7 est :

[a] F) = (-7 - 7x)e¥ + 14

[B] Flx) =14 - 7e*

€] Flx) =14 - 7xe*

[d] Flx) = (7 - 7x)e¥

m On considere la fonction f telle que :

=X

fixr— (14x +42)e 5.

1. Déterminer les réels a et b de sorte que la fonction
—-X

F(x)=(ax + b)e 5 soit une primitive de fsur R.

2. Déterminer I'ensemble des primitives de f sur R.

3. Déterminer la primitive qui s'annule en 0.

=X
m On considére lafonctionf:x+—>2x -1+e 2.
Déterminer la primitive F de f telle que F(- 1) = 3.

I'Eguation différentielle
YEAY B

@ Choisir la bonne réponse.
1. Une solution de I'équation différentielle y” - 3y =0 est:

[@alx—e3 [blx—e¥ [cx—se™* [dlx—e*

2. La solution de I'équation différentielle y” = =5y qui prend
lavaleur1en0est:
[a]x—>e> [bBlx—1-e [clx—e* [dlx—e>

3. La courbe ci-dessous représente :

[a] une fonction solution de I'équation y” = -y
[b] une fonction solution de I'¢quation y’ = y
L] une fonction solution de I'équation y” =0
[d] une fonction solution de I'équation y” = x

2)’

1 llllx
20|72 4 6 8
-2

6

m 1. Résoudre les équations différentielles suivantes.
, , 3

aly’=4 by =3y

)y +2y=0 d)3y’-y=0

1. Résoudre I'équation y" - 10y = 0.

) . . . 2
2. Déterminer la solution qui prend en —0,1 la valeur —.
e

m 1.a) Résoudre 2y” + 5y =0.
b) Déterminer la solution qui prend en 2 la valeur 1.
-5
Zx+5
2.0n considere la fonction f: x+— e 2 o
a) Vérifier que f est la solution trouvée a la question 1. b).
b) Etudier les variations de f sur R.
c) Etudier les limites de fen +x et en —,

m Pendant le premier mois de croissance de certaines
plantes, telles que le mais, le coton ou le soja, la vitesse de
croissance (en g/jour) est proportionnelle au poids P du

. N dp
moment. Pour certaines espéces de coton, a =0,21pP.

1. Déterminer la forme de la fonction P.
2. Evaluer le poids d’une plante 4 la fin du mois (t = 30) si
la plante pesait 70 mg au début du mois .




m On considere I'équation différentielle Algo #
100y” + 12y = 0 avec pour condition initiale y(0) = 100.
1. Résoudre cette équation différentielle.

2. 0n considére le programme suivant, en Python a .
Indiquer a quoi correspondent les valeurs de a et de b
obtenues en sortie de ce programme.

from math import*
def £(x):
return (100*exp (-0.12*x))
a=0
b=5
while (abs(b-a)>0.01):
m=(a+b)/2
if £(m)>80:
a=m
else:
b=m
print(a,b)

m Ce tableau donne I'évolution

des ventes d’'un produit commercialisé depuis 2000.

Rang de I'année

a partir de 2000 0 > 10 15 19

Montant des ventes

e , 0,8 1,3 2,17 3,59 5,34
en milliers d'euros

1. Ces résultats incitent a ajuster ces ventes par une fonction
f: x— aeb* avec a et b réels. Déterminer les valeurs de a et
de b telles que f(0) = 0,8 et f(10) = 2,17.

On donnera une valeur arrondie de b au millieme.

2. Ecrire I'équation différentielle dont f est solution.

3. Estimer, en milliers d'euros, le montant des ventes en 2023.

y=ay+b o Mpn

Résoudre les équations différentielles suivantes.

a)y =2y-1 b)y':%}/+1

Qy +2y=3 d) 2y’ -5y=1

m Choisir la bonne réponse.
1. Une solution de I'équation différentielle y” + 7y =21 est:

[@alxr—se7"+3 [Blx—se”*-3
[clxr>e7*-3 [dlxr—>e’™+3

2. La solution de I'équation différentielle y* = —y + 5 qui
prend la valeur TenOest:
[@lxr>5-4e~
[clxr>e®

m 1.Résoudre y” — 2y =5.
2. Déterminer la solution qui prend en 0 la valeur 0.

[Blxrs1-e5
[d] x> 5-4e5%

Exercices ( d'application

m Parmi les courbes suivantes, retrouver celle qui cor-
respond a la solution de I'équation différentielle y” + 2y =6
et qui prend en 0 la valeur 1.

3 1. a) Résoudre I'équation 5y —y=4.
b) Déterminer la solution qui prend en 5 la valeur —5.
1
—x-1
2.0n considére la fonction f: x> -4 —e5"
a) Vérifier que fest la solution trouvée a la question 1. b).
b) Etudier les variations de fsur R.

) Etudier les limites de fen + et en — .

Modélisation par une équation .,
différentielle ‘A

..................................................

Une personne est placée sous
perfusion de pénicilline, a raison de 0,1 milligramme de
substance par minute. On note Q(t) la quantité de
pénicilline présente dans le sang au temps t (en minutes).
On admet qu'il existe une constante k > 0 telle que
Q'(t)=0,1 - kQ(1).

1. Sachant que Q(0) = 0, exprimer Q(t) en fonction de k et t.
2. La limite de Q(t) en +% dépend-elle de k ?

Interpréter dans le contexte.

3. Calculer k sachant qu'au bout de 3 heures Q est égale a
la moitié de la valeur limite.

m Dans un environnement ou la température est maintenue
a zéro degré Celsius, la vitesse de refroidissement d'un objet
est proportionnelle a la température de cet objet. Dans une
piéce ou la température est maintenue a 0 °C, un objet chauffé
a 100 °C voit sa température chuter a 45 °C en dix minutes.
On note T(t) la température (en °C) de l'objet aprés t minutes.
1. Etablir I'équation différentielle vérifiée par la fonction T.
Déterminer la fonction T solution.

2.En combien de temps la température de cet objet attein-
dra-t-elle 25 °C ? On arrondira a la minute.

5 « Primitives et équations différentielles
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Exercices

..................................................

m On consideére la fonction x — f(x) = (x - 5)e§ + 5.

1. Déterminer les réels a et b de sorte que la fonction
X X

x> F(x)=(ax + b)eg soit une primitive de x — (x - S)eg
sur R.
2. En déduire I'ensemble des primitives de f sur R.

Les propositions ci-dessous sont-elles vraies ou
fausses ?

Pour les questions 1. et 2., on admet que la fonction
x> xInx—xest une primitive de Inx sur]0; + ol.

1. 0On considére la fonction x— u(x) =3Inx-2x+ 1.
Proposition 1 : la fonction x — 3xInx - x2 + x est une pri-
mitive de u sur]0; + .

1
2. On considére la fonction x+— f(x) = —2In X.
e

Proposition 2 : Toute primitive F de f est telle que
F(e?) - F(e) = 1.

3. 0n consideére la fonction x > g(x) = 6e™2x+1,
Proposition 3 : La fonction x — G(x) = 3(1 - e"2**1) est la

1
primitive de g qui s'annule en by

= | =

En remarquant que , déterminer la

xIn(x) In(x)

primitive de x — qui prend la valeur 1 ene.

xIn(x)

A l'aide de I'extrait Xcas ci-dessous, TICE

déterminer la primitive de x — quis'annuleen 1.

X
x%+1

d'entrainement

deriver (1n(sqrt(x*2+1)))

x2+1

On considére une fonction F de la forme F(x) = axe ™.
1. Déterminer le réel a de sorte que F soit une primitive de
la fonction f définie par f(x) = (2 - 2x)e' .

2. Déterminer I'ensemble des primitives de f sur R. En par-
ticulier, donner la primitive qui prend en 0 la valeur 2,75.

Etude complete
d’une fonction primitive

..................................................

On considere la fonction F définie sur ]0 ; + o[ par :
FX)=(x+T)In(x+1)-3x+7.

On note € la courbe représentative de la fonction F dans

le repére (O; i, j).

1. Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle

10; +0o°[, F est une primitive de f définie par fix) = In(x+ 1) - 2.

2. En déduire les variations de F sur I'intervalle ]0 ; + o[ et

dresser son tableau de variations.

3. Calculer le coefficient directeur de la tangente a la courbe

% au point d'abscisse 0.
Bac S, France métropolitaine, 2015.

On considere la fonction f définie sur R par:
fit)=tet=1 +1.

1. Montrer que, pour tout réel t, f est une primitive de

(t+ Met-1.

2. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau

de variations sur R.

3. Etudier les limites de fen +® et en — .

Soit fla fonction définie sur R par :
fix)=x+1In4) +

er +1
1. Déterminer la limite de fen + et en — o,
2. Etudier le sens de variation de la fonction fet dresser son

tableau de variations. .

e +1

3. a) Montrer que, pour tout réel x, f(x) =x+ 2+ In(4) -

b) En déduire I'ensemble des primitives de fsur R.
D’apres Bac S, France métropolitaine, 2015.

On considere la fonction f définie sur R par :

flx) = (=x2 + x + 2)e~.
Soit F une primitive de fsur R. F* désigne la dérivée de F sur R.
1.a) Déterminer F'(-1) et F’(2).
b) Etudier les variations de F sur R.
2. On admet qu'il est possible de trouver deux nombres
réels a et b tels que, pour tout réel x, F(x) = (ax2 + bx - 1)e*.
a) Exprimer F'(x) en fonction de xet de a et b.
b) En utilisant les résultats trouvés a la question 1. a),
démontrer que, pour tout x de R, F(x) = (-x2 + 3x — 1)e*.
¢) Etudier les limites de F en + et en — e,
Une entreprise vend des voitures SES
télécommandées. La vente mensuelle
varie entre 1 000 et 5 000 voitures. \
Une étude montre que la recette sw =t
mensuelle totale de l'entreprise est (® .‘!"
de 70 000 euros lorsqu’elle vend ’{’_‘ f \
1000 voitures. On note r(x) la recette ~
mensuelle réalisée par I'entreprise, exprimée en dizaines
de milliers d’euros, pour la vente de x milliers de voitures.
1.Donner r(1).
2.0n admet que, pour tout x € [1; 5], la recette mensuelle
est modélisée par r(x) =6 + x + 2In (x).

a) Montrer que, pour toutx € [1; 5], r'(x) = X+2 .

X

b) Etudier les variations de r sur l'intervalle [1 ; 5].

3. a) Justifier que I'équation r(x) = 10 admet une unique

solution o dans l'intervalle [1 ; 5], puis donner une valeur

approchée de o au millieme.

b) Déterminer le nombre minimal de voitures télécom-

mandées vendues a partir duquel I'entreprise réalise une

recette supérieure a 100 000 euros.

4. a) Soit g la fonction définie pour tout x € [1 ; 5] par

g(x) = 2In(x). Montrer que la fonction G définie pour tout

x € [1; 5] par G(x) = 2x[In(x) — 1] est une primitive de la

fonction g.

b) En déduire une primitive R de lafonction r sur lintervalle [1; 5].
D’aprés Bac ES, France métropolitaine, septembre 2018.
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y=ayety =ay+b  fhp

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1. Soit I'équation différentielle (E) : y” = 2y — 10.
Proposition 1: Les fonctions x —> e2* + 5 et x —> 5 sont les
seules fonctions dérivables sur R et solutions de (E).
Proposition 2 : Les solutions sont de la forme x+> e2¥ + 5k,
avec k réel.

2. Considérons l'équation (F) : y =y’ + x2.

Proposition 3 : La fonction x+—> e - x2 est solution.
Proposition 4 : Si un polyndme P est solution alors il est
du second degré.

Eflona représenté ci-dessous, Algo #
dans un repére orthonormal, la courbe représentative de
la fonction f dérivable sur R, solution de I'équation diffé-
rentielle (E) : y/ + y=0 et telle que ¥y

f(0) =e. 3

1. Déterminer f(x) pour tout x 3

réel. B

2.Soit cunréel donné de l'inter- 1

valle [1;el. . - X

Résoudre dans R l'équation 0 1 2 3 4

e = cd'inconnue x.

3. Etudier la limite en + de la fonction x > e,

4. On considére l'algorithme suivant écrit en langage

Python a .

from math import¥*

def fonction_solution(x):
return (e** (1 -x))

p=int(input( "p=", ))

x=0

while fonction_solution(x)>10** (-p):
x=x+1

print (x)

Pourquoi est-on certain que, pour n'importe quel entier
naturel p rentré, l'algorithme va s'arréter ?

m Choisir la bonne réponse.

1. Soit G la fonction définie pour tout réel x strictement
positif par G(x) =xInx—x+ 2.

G est une primitive de la fonction g définie sur ]0, + o[ par :

[alg(x) =xInx—1 [Blg(x) =Inx+2x

2
E]g(x)=1—x7+2x []gtx) = Inx

2. 0n consideére la fonction H, définie pour tout réel x, par

H(x) = %In (e2¥ +1),

H est une primitive de la fonction h définie sur R par :

hix) = &2 hix) = =225

E] _e2x+-| @ _e2x+-|

(] o) = = — (€] hx) =1 o
e2¥ +1 e2¥ 41

Exercices

d'entrainement

3. On considére I'équation différentielle y + 5y = 3, ou y
désigne une fonction dérivable sur 'ensemble des réels. La
solution f de cette équation telle que f(0) = 0 est la fonction
de la variable x vérifiant pour tout réel x:
[alflx)=0,6e>+0,6 [bIflx)=-0,6e > +0,6
[clfix) =0 [d]flx)=-3e™>+3

4. 0On appelle 6,la courbe représentative d’une fonction f
dans un repeére orthogonal. Sur le graphique ci-dessous, on
a tracé €, ainsi que les courbes I' et Q. L'une de ces deux
courbes est la représentation graphique de la fonction
dérivée f’ de f et I'autre représente une primitive F de f.
[a] Les courbes représentant respectivement f’ et F sont T’
etQ.

[c]Les courbes représen-

tant respectivement f’ et
FsontQetT. 2
[B6]0n ne peut pas savoir _:1 0
quelles sont les bonnes )
courbes. 1
[d]La courbe 6,n'admet

pas de tangente hori- -6
zontale au point d’asb- -8
cisse 2.

Equations différentielles
dans un contexte

..................................................

m 1.0n considére

I'équation différentielle y'= —0,7y. La solution f de cette
équation telle que f(0) = e représente la fonction de
demande d'un produit ; elle met en correspondance le
prix f(x), exprimé en milliers d'euros, et la quantité x;,
exprimée en tonnes, que sont préts a acheter les
consommateurs a ce prix. Donner I'expression de f(x).

2. La fonction g définie par g(x) = 0,5x + 0,7 est la fonction
d'offre de ce produit; elle met en correspondance le prix
g(x), exprimé en milliers d’euros, et la quantité x, exprimée
en tonnes, que sont préts a vendre a ce prix les producteurs.
On appelle h la fonction définie par h(x) = f(x) - g(x).

a) Calculer h’(x) ou h” désigne la fonction dérivée de la
fonction h sur l'intervalle [0 ; 5].

b) Etudier le signe de h’(x) pour x appartenant a l'intervalle
[0; 5]. En déduire que la fonction h est strictement mono-
tone sur cet intervalle.

¢) Justifier que I€quation h(x) = 0 admet une solution unique
o sur l'intervalle [0 ; 5] et donner a I'aide d'une calculatrice
une valeur approchée de . a 10-3 pres.

3.0n appelle prix d'équilibre du marché le prix pour lequel
la quantité demandée par les consommateurs est égale a
celle offerte par les producteurs. On note p,, le prix d'équi-
libre et g, la quantité échangée sur le marché a ce prix. Dans
la situation étudiée, on a donc f(g,) = g(q,).

Déduire des questions précédentes la valeur de g, puis
calculer p,,.

SES &
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SVT

m En biologie, un modéle m

proposé pour la croissance d'étres vivants est le suivant :
tout individu de taille maximale M admet une vitesse de
croissance proportionnelle a la taille manquante. Autrement
dit, si on note C(t) la taille a I'instant t, cette fonction est
solution de I'équation différentielle C'(t) = k(M — C(t)).

1. Résoudre cette équation différentielle en supposant
que C(0) =0.

2. Vérifier que C est croissante et calculer sa limite en +o°.
3. Une espéce de mais a une taille maximum de 180 cm
et met 15 jours pour
atteindre la moitié de
celle-ci. Au bout de com-
bien de jours sera-t-elle
a moins de 10 cm de sa
taille maximale ?

SES

m Dans une économie
keynésienne simple, la consommation C s'exprime par
I'égalité C =360 + 0,8Y et / = 120, ou Y est le revenu et /
l'investissement.

Lorsque le marché est hors de I'équilibre on peut supposer
que le taux d'ajustement du revenu Y vérifie I'équation :

ar =0,25(C +1/-Y).
dt

A la période initiale, le revenu Y, est égal a 2 000.

1. Ecrire équation différentielle vérifiée par la fonction Y.
2. Déterminer la fonction Y.

3. Etudier la limite de la fonction Y en + % et en déduire une
conclusion sur la stabilité de I'équilibre de cette économie.

m On considére m

une fonction f qui modélise sur l'intervalle [0 ; 14] la
fonction cout total de production, en euros, d'un pro-
duit. Les lois de la logistique ont permis d‘établir que la

SES

fonction P=F est solution de I'équation différentielle

P”=-0,4P + 0,02 avec P(0) = % .

1. Déterminer la fonction P puis vérifier que la fonction
20

1+15e 049" 4y

Préciser la valeur de f(0).

fs'écrit f(q) =

2. Etudier les variations de
fsur[0; 14].

On donne ci-contre la repré-
sentation graphique I"de la
fonction f.

3. Pour tout g dans l'inter-

valle [0; 14], le quotientM
q

10

est appelé colt moyen de

production de g tonnes de a X

produit.

entrainement

a) Pour g dans l'intervalle [0 ; 14], soit Q le point d’abs-
cisse g de la représentation graphique I de la fonction f.
Montrer que le coefficient directeur de la droite (OQ) est égal

) f(q)
au cout moyen —q

b) Lentreprise cherche a minimiser le coit moyen de pro-
duction. Par lecture graphique, indiquer la valeur de g qui
réalise ce minimum et la valeur de ce minimum.
m Soit I'¢quation différentielle yy =3y+5  Algo s
avec la condition initiale y(0) = 1.

Grace a I'équation de la tangente a une courbe en un point,
on sait que, pour une fonction f dérivable en x, et pour un
réel h assez petit f(x, + h) = flxg) + hf’(x;).

La méthode d’Euler utilise cette approximation et I'égalité
f’(x) = 3f(x) + 5, pour tout x réel, pour reproduire des couples
(x,,;y,) représentant des points tels que y, = f(x,).

On choisit un pas h fixe et petit, les abscisses Xq1 Xy e X, S€

calculent pour touti comprisentre O etn -1 parx;, , =x; +h.

Pour obtenir les valeurs successives y,, 7, ... ¥, les calculs
s'enchainent de la maniére suivante :

Conditions initiales (0) = 1.

* On calcule y(0) en utilisant I'équation différentielle
/(0) =3y(0) + 5.

* On calcule y(1) en utilisant I'approximation affine
(1) =(0) +y(0) X h.

* On calcule y(1) en utilisant I€quation différentielle
Y (1) =3y(1) + 5.

* On calcule ¥(2) en utilisant I'approximation affine
22)=y(1) +y/(1) x h.

¢ Et ainsi de suite ...

1. Justifier que, pour i compris entre 0 etn — 1, on a
Y+ 1)=(3h+ 1)) + 5h.

Lensemble des points A(x; ; y) donne une courbe repré-
sentant la fonction y(t), avec une bonne approximation
lorsque h est petit. 'g
2. Compléter le programme suivant écrit en Python

OPYTHON

Meéthode d’Euler
lienmini.fr/maths-c05-07

from pylab import¥*

def methode_euler(x,y,h,n) :
X liste=[x]
Y liste=[yl]
for i in range..:
x=x+..
y=..
X liste.append(x)
Y liste.append(y)
return [X liste,Y liste]

coord liste=methode_euler(0,1,0.1,10)
X=coord liste[0]

Y=coord liste[l]

plot(X,Y,"r+")

show ( )




Temps de refroidissement Algo
La grand-meére de Théo sort un gratin du four, le plat étant
alors a 100 °C. Elle conseille a son petit-fils de ne pas le
toucher afin de ne pas se briler, et de laisser le plat se
refroidir dans la cuisine dont la température ambiante est
supposée constante a 20 °C. Théo lui rétorque que, quand
il seraa 37 °C, il pourra le toucher sans risque et sa grand-
meére lui répond qu'il lui faudra attendre 30 minutes pour
cela. La température du plat est donnée par une fonction g
dépendant du temps t, exprimé en minutes, qui est solution
de I'équation différentielle :
(E):y +0,04y=0,8.

-

1. a) Trouver une fonction constante solution de (E).
b) En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).
c) Donner sa solution g définie par la condition initiale
g(0) = 100.
2. En utilisant I'expression de g(t) trouvée, répondre aux
questions suivantes.
a) La grand-mére de Théo a-t-elle bien évalué le temps
nécessaire pour atteindre 37 °C?
b) Quelle est la valeur exacte du temps nécessaire pour
obtenir cette température ? En donner une valeur arrondie
a la seconde pres.
<) Ecrire un algorithme qui permet de trouver la minute a
partir de laquelle le plat est a une température de 30 °C.
Programmer cet algorithme sur la calculatrice.

Bac STI2D, Polynésie, 2013.

Croissance de bactéries  Algo £ SVT

Le nombre de bactéries B d’une culture passe de 600
(@ l'instant 0) a 1 800 en 2 heures. On suppose que le taux
de croissance est directement proportionnel au nombre
de bactéries présentes.

1.Trouver:

a) une équation avec des conditions qui traduisent le
probléeme.

b) une formule qui permet de calculer le nombre de bac-
téries B(t) au temps t.

c) le nombre de bactéries aprés

4 heures. t-0

d) le temps t nécessaire pour quele | B« 600
nombre de bactéries dépasse 12000. | Tant que ..

2. Compléter cet algorithme afin o 12 000
quil donne le résultat attendu a la Fin tant que
question 1.d) (a la demi-heure pres).

bilan_

)

EE) un modéle de bénéfice & (SES
Une entreprise étudie la progression de ses bénéfices
ou pertes, évalués au premier janvier de chaque année,
depuis le 18" janvier 2009. Chaque année est identifiée par
sonrang. A I'année 2009, est attribué le rang 0 et a I'année
2009 + nle rang n. Ainsi, 2011 a le rang 2. Le tableau suivant
indique pour chaque rang d'année x; le bénéfice ou la perte
réalisé(e), exprimé(e) en milliers d’euros et noté(e) y;.

x; 0 1 2 3 4 5

1

y; —25000 -3,111 9892 | 17,788 22,598 25,566

On cherche a approcher ces bénéfices par une fonction.
On fait I'hypothése que la fonction fsolution de I'équation
2y’ + y =30 permettra une bonne modélisation.

1. Déterminer la fonction f.

2. On considere que I'approximation des bénéfices par f

est satisfaisante si la somme des carrés des écarts entre
les valeurs observées y, et les valeurs approchées x; est
inférieure a 0,5. L'approximation par fest-elle satisfaisante ?
(Le résultat obtenu a l'aide de la calculatrice constituera une

justification acceptable pour cette question.)

3. En considérant toujours ce modéle :

a) En quelle année le bénéfice évalué au 1¢" janvier dépas-
sera-t-il 29 800 euros ?

b) Ce bénéfice atteindra-t-il 30 000 euros ? Justifier.

Kl carbone 14 Physique
Les organismes vivants contiennent naturellement du
carbone 14 (élément radioactif) provenant des rayons
cosmiques, qui est constamment renouvelé et qui se main-
tient a la valeur de 15,3 unités. A leur mort, I'assimilation
cesse et le carbone 14 présent se désintegre. On note f(t) la
concentration en carbone 14 présent dans un organisme
al'instant t aprés sa mort (t exprimé en milliers d’années).
A » On admet que fest une solution sur [0 ; + o[ de I'équa-
tion différentielle y’ = -0,124y (E).

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution f de (E) vérifiant la condition
initiale f(0) = 15,3.

B» On admet que la fonction f est définie par
f(t) = 15370124 sur [0 ; +oo].

1. Déterminer les variations de f sur [0 ; +c°[.

2. Déterminer la limite de f au voisinage de l'infini.
Interpréter ce résultat dans le contexte de I'énoncé.

C » On rappelle que la fonction f donnée dans la partie B
donne la concentration en carbone 14 dans un organisme
aprés sa mort en fonction de t (en milliers d’années).

1. Des archéologues ont trouvé des fragments d'os présen-
tant une concentration en carbone 14 égale a 7,27 unités.
Justifier que l'on peut estimer I'dge de ces fragments d'os
a 6000 ans.

2. Lorsque la concentration en carbone 14 d’un organisme
devient inférieure a 0,3 % de sa valeur initiale on ne peut
pas dater raisonnablement a I'aide du carbone 14.
Déterminer I'age a partir duquel un organisme ne peut plus
étre daté a I'aide du carbone 14.
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EF8 Décharge d’un condensateur  Physique
Un condensateur de capacité
Cfarads est chargé sous une
tension initiale de 20 volts. Il
se décharge ensuite dans un
résistor de résistance R ohms.
En notant u(t) la mesure de
la tension en volts au bout
de t secondes aux bornes du condensateur, u est alors une
fonction définie sur [0 ; + o[, qui est solution de I'équation

, 1
différentielle 3"+ —y=0.
ifférentielle y"+ -y

1. Résoudre I'équation et en déduire la fonction u.

2. Dans cette question R= 1000 et C= 10~ Pendant com-
bien de temps (au centieme de seconde pres) la tension
aux bornes du condensateur reste-t-elle supérieure ou
égalea5volts ?

EF Loi de refroidissement de Newton Chimie
Un corps est placé dans une enceinte dont on maintient la
température constante égale a 20 °C. A l'instant initial t = 0
sa température est égale a 70 °C et, apres 5 minutes, elle
n'est plus que de 60 °C. La température du corps (exprimée
en degrés Celsius) est une fonction T du temps (exprimé en
minutes) définie sur [0 ; +2°[ ; la loi de refroidissement de
Newton énonce que T’ est proportionnelle a T - 20.

1. Justifier que la fonction t — T(t) - 20 est solution d’une
équation différentielle de la forme y’ = ky, puis déterminer
la fonction T.

2. Au degré pres, a quelle température sera le corps apres
une demi-heure ? A la minute prés, au bout de combien de
temps aura-t-il une température de 40 °C?

EE) Ecran plat

On cherche a modéliser
I"évolution du nombre,
exprimé en millions, de
foyers francais possédant
un téléviseur a écran platen
fonction de I'année.
Soitg(x) le nombre, exprimé
en millions, de tels foyers I'année x. On pose x =0 en 2005,
g(0) =1 et g est une solution qui ne s'annule pas sur [0 ; + o[
de I'équation différentielle (E): y” = 21—0)/(10 - 9.

1. On considere une fonction y qui ne s'annule pas sur

1
[0;+[eton posez=;.

g

a) Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est

-1 1
solution de I'équation différentielle (E,) : gz = 7z + %
b) Résoudre I'équation (E;) et en déduire les solutions de
I'équation (E).

10
-1
-_—X
9e2 +1

2. Montrer que g est définie sur [0 ; +[ par g(x) =

3. Etudier les variations de g sur [0 ; +2°[.

4. Calculer la limite de g en + = et interpréter le résultat.
5. En quelle année le nombre de foyers possédant un tel
équipement dépassera-t-il 5 millions ?

Bac S, Pondichery, novembre 2008.

EM Epidémie SVT Algo £
On étudie la progression d’ une épidémie de grippe dans
une population pendant 30 jours. Au début, on constate que
0,01 % de la population est contaminé. Pour t appartenant a
[0 ; 30], on note y(t) le pourcentage de personnes touchées
par la maladie apres t jours.

On a donc »(0) = 0,01. On admet que la fonction y ainsi
définie sur [0; 30] est dérivable, strictement positive et
vérifie (E) : = 0,05)(10 - ). :
1. On considére la fonction f définie sur [0 ; 30] par f = }

Démontrer que y est solution de (E) si et seulement si f
satisfait aux conditions f{0) = 100 et f" = -0,5f + 0,05.

2.a) Déterminer une expression de f, puis en déduire celle
de la fonction y. o=
b) A quoi sert le programme en Python

le contexte de cette étude ?

suivant dans

from math import¥*
def epi(x) :
return(1l/(99.9*%exp (-0.5*x)+0.1))
X=0
while epi(x)<5:
x=x+1
print(x)

3.a) Calculer le pourcentage (arrondi a I'unité) de la popu-
lation infectée apres 30 jours.
b) Etudier la limite de y en + et l'interpréter.

3 Equation )’ =ay + ¢ ou ¢ est une fonction
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = %e‘z" -3e73%,

A » Soit 'équation différentielle (E) : y/ + 2y = 3e73*.
1. Résoudre I'équation différentielle (E') : y + 2y = 0.
2. En déduire que la fonction h définie sur R par

9
h(x) = Ee‘z" est solution de (E).

3. Vérifier que la fonction g définie sur R par g (x) = -3e~3*
est solution de I'équation (E).

4. En remarquant que f = g + h, montrer que f est une
solution de (E).

B » On nomme €, la courbe représentative de f dans un

—

repére orthonormal (O; i, j) d'unité 1 cm.
1. Montrer que pour tout xde Ron a f(x) = 3e72¥ G - e‘x).

2. Déterminer la limite de f en +2 puis en —o°.

3. Etudier les variations de la fonction f et dresser son
tableau de variations.

4. Calculer les coordonnées des points d'intersection de la
courbe ‘6,avec les axes du repere.
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CONTINU

Déterminer la primitive d'une fonction

Fonctions usuelles

Fonctions composées

Forme Primitive a une

de la fonction constante prés
’ U2
u'u —
2

ul
—avecu#0 Inul
u

u'ed el

J

. Primitive F
Fonction f ot (]
flx)=a F(x) =ax+k

flx) =x", 1
n entier négatif non nul | F(x)=—— x""1+k
n+1
sauf -1
flx) = % Fi) = 2% + k
flx) = e Flx)=e*+k
o) = FG) = In ] + k
X

Résoudre une équation differentielle

Trouver une solution
revient a trouver
une primitive de f.

Les solutions sont
de la forme x+— Ke%,
avec K réel.

¢ Une solution particuliere
constante est de la forme

e Les solutions générales
sont de la forme

-b )
x— — + Ke%, avec K réel.
a

5 « Primitives et équations différentielles
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d’'exercices ]

—> 1,2,27,28

P Montrer qu’une fonction y est solution
d’une équation différentielle

i
D

M
B

H
D
3
5

gmde L 3,5,7,36,38, 42,48

ﬁ
Mg,
b

P> Déterminer une primitive

H
D
3
5

B

P Résoudre les équations y’ =ay et y’=ay +b 2 9a12,55, 62

¢

Mg
~

P> Etudier une fonction solution d'une équation y’ = ay + b 13, 14,79, 80

i

B

15, 16, 67, 68

il

P Modéliser des phénomeénes

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c05-08

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

o (&) (C] (0]

1 96) La fonction h définie sur]0 :
96 La fonction h définie sur10; + o par x(1+2In06) | %0 +In() x—2xIn () 2%In ()

h(x) = x2 In (x) est une primitive de :

La solution f de I'équation différen-
tielle y’ = 2y - 6 et qui vérifie la condition | fix)=-2e">+3 fl)=-2e*+3 fl)=-2e>-3 flx)=-2e>-3

initiale f(0) = 1 est:

La fonction x — -3e™ est solution ’ , , ,

de I'équation différentielle : y=Jy yry V=2 yrey
On considere I'équation

(E1):y”=2-2y.0n appelle u la fonction 1 1 i i
solution de (E1) telle que u(0) = 0. 5 5

In2
Onaalors u(nT) égal a:

Pour les exercices et(101), on considere I'équation (E2) : y’ = -y + 2.
On appelle fla fonction solution de (E2) telle que f(In2) = 1.

La limite defen + © est égale a: + - 0 2
La courbe représentative de fadmet 1
au point d’abscisse 0 une tangente de 2 -2 0 >

coefficient directeur :

Pour les exercices et[103), on considére I'équation (E3) : 2y" + y = 10.
On appelle g la fonction solution de (E3) telle que g(2) = 11.

La limite degen - xestégalea: +00 - 0 10
La courbe représentative de g 1 1
admet au point d’abscisse 2 une tangente y==x J= y=3% Iy

paralléle a la droite d’équation :

136
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Culture de microbes SVT
Dans une culture de microbes, le nombre de microbes
a un instant t, exprimé en heures, peut étre considéré
comme une fonction y a valeurs réelles de la variable t.
La vitesse de prolifération a l'instant t du nombre des
microbes est la dérivée y’ de cette fonction. On a constaté
que y’(t) = ky(t), ou k est un coefficient réel strictement
positif. On désigne par N le nombre de microbes a l'ins-
tantt=0.

1. Déterminer I'unique solution de I'équation différentielle
3’ =kytelle que (0) =

2. Sachant qu'au bout de deux heures, le nombre de
microbes a quadruplé, calculer, en fonction de N, le
nombre de microbes au bout de trois heures.

3. Quelle est la valeur de N sachant que la culture
contient 6 400 microbes au bout 50t

de cinqg heures ? ‘A p. 121

Primitives et équation y’=ay+b
Choisir la bonne réponse.

1. On considére I'équation différentielle y + 2y =6 ol y
désigne une fonction dérivable sur R.

On note f I'unique solution de cette équation différentielle
vérifiant f(0) =

La valeur de f(2) est :

[al2e 4 +3 [bl2e*+3

[c]5e7%+3 [d5e*+3

2. On considére la fonction f définie sur ]0 ; +o°[ par
flx) = In(x). La primitive F de fsur ]0 ; + o[ telle que F(1) = 3
est donnée par:

[alFe) =xIn () - |E|F(x):;
[€]F(x) =xIn( [d] F(x)

=xIn(x)-x+4
3.0n considére I'équation différentielle y” + 7y =0, ol y
désigne une fonction dérivable sur I'ensemble des réels.
La solution f de cette équation telle que f(0) = 9 est la
fonction de la variable x vérifiant pour tout réel x:
[a]flx) = 9e7* [B] flx) =9e~7*
[c]f(x) = -9e7* [d]flx) =-9e-7*

4. 0On considére la fonction f définie par f(x) =
La primitive de f qui s'annule en O est :
IEIF =800(1 + x — e0.025%)

[B]F(x) = 800(1 - x — 00259

2x+5

(x)+3

80 - 20e0025x,

[c] F(x)= 800[1 + % - eo,ozsxj

x
@ F(X) = 800('] - _ e0,0ZSx] e
10 @121

D’apres Bac STI2D, France métropolitaine, 2018.

Lecture graphique
On considére une fonction
f définie sur 10 ; +o°[ par 51

a 1
fx)=—+b+4nx otaetb 4

X 34
sont des réels a déterminer. oL
On donne ci-contre sa courbe 4 :A
représentative dans un repere | X

orthonormé ainsi que la 0O 1 2 3 4
tangente au point d'abscisse 1.

1. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1)et de f'(1).
2. Vérifier que le choix de a = 4 et b = -3 répond au
probléme posé.

3. Soit la fonction F définie sur ]0 ; + [ par:

F(x) = (4x + 4)In (x) - 7x. 50
Montrer que F est une primitive de f. *Q p.121
Loi de Newton Chimie

La loi de Newton dit que la vitesse de refroidissement
d’un objet est proportionnelle a la différence entre sa
température T et la température ambiante T, (supposée
constante), ce qui se traduit par I'¢quation T" = o(T - T),
ou o est appelé constante de proportionnalité et est
déterminée par des expériences en laboratoire. Les tem-
pératures sont exprimées en dégrés Celsius. Si la tempé-
rature initiale est 100 °C, alors on établit que o =-0,1.
La piéce est supposée maintenue a une température
de 20 °C.

1. Ecrire 4quation différentielle vérifiée par la fonction
T dans cette situation.

2. a) Vérifier que la fonction constante égale a 20 est
solution de I'équation. o50de

b) En déduire la solution T. 26 ] p. 121

Equation logistique SVT
Un biologiste observe la croissante d’'une population
de bactéries en milieu fermé. La population initiale est
de 100 bactéries. La capacité maximale du milieu est de
1000 bactéries.
Soit N(t) le nombre de bactéries a l'instant t (exprimé
en heures).
Les observations faites conduisent a modéliser la situation
par I'équation différentielle :

N'(t) = 0,07N(t)(1 - 1073 N(1)).
On suppose que, pour tout t, N(t) est non nul.

N(t)

1. Montrer que P est solution de I'¢quation différentielle
¥ =-0,07y+7x107>.

On pose P(t) =

2. En déduire I'expression de P(t) puis Sode

celle de N(t). p. 123

5 « Primitives et équations différentielles
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[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c06-02 S é Sdlrm ath

Calculer des aires

a) Déterminer un encadrement de l'aire exprimée en unités d'aire pour chaque

figure ci-dessous.

Fig. A \> Fig.B
N /

—

|:| Unité d'aire

b) Ecrire les formules des aires des figures suivantes.

G
A B f i L M
C E F H | J

Déterminer graphiquement le signe d’une fonction
On considere les fonctions fet g dont

une représentation graphique est tracée
ci-contre.

Déterminer graphiquement :

a) le signe de la fonction f sur [-3; 4],

b) le signe de la fonction g sur [-3; 4],

¢) la position relative de 6, par rapport a ‘69
sur[-3;4].

K

Déterminer le signe d’une fonction

On consideére les fonctions f: x> x% + 2x -3 et g : x+> x — 1 définies sur
I'ensemble des réels.

1. Etudier le signe des fonctions f et g sur 'ensemble des réels.

2. Etudier la position relative de 6;par rapport a (69 sur I'ensemble des réels.

Déterminer une primitive
Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

X
a)f.XHSXA—X3+X b)ngm

d) hix)= x2e% +1

Qk:x— !
\J3-2x
3x

1 *
e) j(x)=—surR f) k(x) = —~—
) j(x) L SUr R, ) k() 211

6 - Calcul intégral 139
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Evaluer l'intégrale d'une fonction continue posutlve

A» Aire sous la courbe d’une fonction
Dans chacun des cas, donner la valeur de l'aire sous chacune des courbes entre les abscisses 0 et 4, en unités d'aire.

1 1 1

G & &

N B OO O
"t

N OO O
"

N A OO O
I "
{—

. Algo __&: '55""'" Thémee

aftg=x ,4J 2/ b) ) =05x+1 | 47 Af(x)=y4-(x-22 N
3 4 3 B 3
2 — 2 2
1 Dl | 1
A L lc x Al C x D x
O 123 4 of 1234 o 1234
B » Approximation de l'aire sous la courbe par la méthode des rectangles
—xln( )+In(10)
On consideére la fonction f définie sur [0 ; 24] par f(x)=e 24 représentée en bleu ci-dessous.
Pour estimer l'aire s sous la courbe de fentre 0 et 24, on découpe l'aire de deux manieres différentes.
y Etape 1 ¥ Etape 2 y Etape 3

T T |
77 7777 770777707707 % /// TIT7777777 ¥ // / 7777) %

0l 2 46 81012141618202224 0] 246 81012141618202224 o 24638 1012141618202224

1. Proposer un schéma de I'étape 4 puis décrire la construction des rectangles.

2.0n note U, la somme des aires des rectangles hachurés et V, la somme des aires des rectangles colorés
al'étape n. On a donc U, = 24 x f(24) et V, = 24 x f(0). Exprimer U, et V, en fonction de f, puis U; et V5.

3. Lintervalle [0 ; 24] est maintenant découpé en 12. Comment pensez-vous que les deux suites (U,) et (V,)
évoluent ? Et si le découpage augmente, que se passe-t-il ?

4. Proposer un programme Python f, permettant de déterminer U, et V,. Que peut-ondirede lim U, et limV, ?

XF>00 x>0

24
(Remarque Ce nombre, correspondant a l'aire s, se note Jo f(x)dx.

1
C» Déterminer Joxz dx par la méthode des rectangles

On considere la fonction g définie par g(x) = K2 sur[0; 1] et les suites (U,) et (V) représentant les suites des sommes
des rectangles définis comme précédemment.

1. Modifier le programme Python pour proposer une valeur approchée de '[;xz dx
nn+12n+1)
e

a) Exprimer U, et V, en fonction de g, puis U, et V, et enfin U; et V.
P+22+32+..+(n-1?

2.0nadmet que pourtoutn EN":12 +22 +32 4+ +n? =

(n=-102n-1)

b) Démontrer que U, = .En déduire que U, =

n3 6n?
, P+22+32+..+n? o
c) Démontrer queV, = 3 .En déduire queV = w
n3 n 6n2
1
3. Justifier 'encadrement U, < Jo x%dx <V, pourtout entier n = 2.
1
Déterminer joxz dx en appliquant I'encadrement avec n trés grand. “ Cours 1 p. 142

\.
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20§ min

a Relier les notions d’intégrale et de primitive

A » Intégrale d’'une fonction affine
1
On considére la fonction f(t) = Et + 2 sur R*. M est un point de I'axe des abscisses de

coordonnées (x; 0) avec x = 0 et N est le point de la courbe de f d’abscisse x.
2
1. Montrer que l'aire #(x) du trapeze AMNB est égale a HA(x) = % +2x.

2, Exprimer a l'aide d'une intégrale cette aire sous la courbe de la fonction fentre 0 et x.

3. Calculer la dérivée de la fonction «. Quel lien peut-on faire entre la fonction fet o ?

B » Intégrale de la fonction racine carrée
On considere la fonction f définie sur R, par f(t) = Jt et dont la courbe représentative est notée €.
Soit un réel x > 0, on désigne par ¥ _la surface sous 6 pour 0 < t < x. On note s (x) l'aire de la surface & .

1. Justifier la notation #A(x) = J.:‘/; dt.

2. Soit hun nombre réel telquex+h € R .
a) Si h > 0, représenter l'allure de € ainsi que la surface d'aire s (x + h) — sA(x).

h) -
b) En encadrant cette aire, démontrer que \/; = w < x+h.

c) Déterminer de méme un encadrement de w

lorsque h < 0.
3. Démontrer que x — A (x) est dérivable pour tout x > 0 et en donner la fonction dérivée.

Que peut-on alors dire de la fonction x — Jjﬁdt ?

= Cours 2 p. 144
_J

~

%
15% min
’ . \
Valeurs moyenne d'une fonction

Température Quantité d'eau

Pendant ses vacances dans une station de ski, Sam reléve la quantité d'eau (en®C) parjour (en-mm)
qui est tombée ainsi que les températures grace a une station météo qui affiche 4—

le graphique ci-contre. 3] 1 eo

1. Voici le relevé des quantités d'eau de pluie par jour. 2+ 40
‘I__

Jour 1 2 3 4 5 S N 20

Quantité d’eau (en mm) 12 24 52 64 8 o 1 2 3 4 ﬁ
T our

a) Quelle est la valeur moyenne de cette série ?
b) Donner l'interprétation géométrique de la valeur moyenne.

2, La courbe des températures est modélisée par la fonction f définie par f(x) =1,2 + cos(x) sur [0 ; 5].
a) Exprimer l'aire sous la courbe.

b) Quelle est la hauteur du rectangle de longueur 5 qui a la méme aire que celle sous la courbe ?
Par extension, ce nombre est la valeur moyenne de la fonction f sur [0 ; 5].

= Cours 2 cp. 146

6 - Calcul intégral
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Cours

o Intégrale d'une fonction continue positive

ORI Unité d'aire
Dans un repére orthogonal (O ; 7, f),
I'unité d'aire, notée u.a., est I'aire du rectangle ayant pour c6té [Ol] et [0J]

Exemple J
Dans le repére orthogonal (O; i f) ci-contre, I'unité d'aire est 'aire du j me
rectangle OIKJ.SiOl=3 cmet OJ=1cmalors 1 u.a.=3 cm?

o 7

Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

Lintégrale de a a b de la fonction fest I'aire de la surface (aussi appelée domaine sous la courbe de f sur
[a; b]) délimitée par :

e |la courbe,

¢ |'axe des abscisses,
¢ |es droites d'équations x = a et x = b, exprimée en unité d'aire.

b
Onlanote: J f(x)dx.
a
Exemple o 17
Soit fla fonction constante définie par fix) = 2. o
3 T
Alors | f(x)dx = Aire(ABCD) =2 x 4= 8 ua. A . Bl x
ol 102 3
(CRemarques

b
) '[a f(x)dx est un nombre réel positif.

a
@J f(x)dx = 0 car cette intégrale est 'aire d'un segment.
a

b
@J f(x)dx ne dépend que des valeurs de g, b et f. La variable x est dite « muette » on peut la remplacer par
a

une autre lettre : J.:f(x)dx = J:f(t)dt = J:f(u)du...

Méthode des rectangles inférieurs et supérieurs

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. On partage l'intervalle [a ; b] en n intervalles
de méme amplitude et on construit des rectangles « inférieurs » et « supérieurs ».
On note &, I'aire des rectangles inférieurs et & I'aire des rectangles supérieurs.
. . b
Alors : lim s, = lim &€s=_[ f(x)dx.
n—+x n—+0 a

De plus, si la fonction est monotone : of; < L f(x)dx <ol

® Exemple Pourn=4
b

s, ja f(x)dx A,

2 ) 2 ) 2 4 —
1 _—

1 1 1

1 1 .& | 1 1 & &
of 12 3 14 of 1 2 3 4 of 1 2 3 4
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sode
En Déterminer une intégrale par calcul d'aire

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes.

6 4
a) Jo 0,5xdx b) -[-2(3 -0,5x)dx
m | Conseils & Méthodes |

a) On trace la courbe représentative de f définie par f(x) = 0,5x ﬂ ﬂTracgr la courbe
sur [0 ; 6] et f est une fonction linéaire continue et positive B :  representative 3
sur[0; 6] 3 J // . defonction fdans

6 . unrepere orthogonal
-[0 0,5xdx est donc |'aire du triangle rectangle OAB. ﬂ : etidentifier
Dol J'éo sxdy o QAXAB_6x3 or | Al X ¢ ledomaine sous ]

0’ - T T 0| 123456 la courbe.

b) On trace la courbe représentative de g définie par
g(x) =3 - 0,5x sur [-2 ; 4] et on identifie le domaine
sous la courbe.

ﬂVérifier que la fonction
est continue et
positive sur l'intervalle
défini par les bornes

eeccccccce

4
g est continue et positive sur [-2 ; 4] et I_2(3 -0,5x)dx _A

eecccccccce

est I'aire du trapéze ABCD. ﬂ 2 10 1.2 3 4X ¢ de lintégrale.
. ﬂDéterminer I'aire
Dot J4(3_0’5x)dx=AD><(AB+DC)= 6><(4+1)=15' ﬂ : " du domaine sous i
2 2 2 : lacourbe :

--------------------------

5 -1
Calculer -[z 2x dx. | ﬂ Calculer j_4 (-2u-1du,

) Exercices 29 a 34 p. 152
50de
2 Estimer une intégrale par la méthode des rectangles

Enoncé

6

En divisant l'intervalle [1 ; 6] en 5 intervalles de méme amplitude, encadrer L In(x)dx. o lls & Méthod
onseils & Méthodes

ﬂTracer la courbe

.
.
.
.
.
.

cecoeoe

représentative de

ﬂ 5 J 5 J ¢ lafonction 3

=] . fettracer :

1 =] 1 : :

/|4 x X ¢ lesrectangles

of /1 2 3 4 5 6 of /1 23 4 5 6 :  inférieurs :

| I / ¢ etsupérieurs. .

A;=0+In(2)+In(3) +In(4) +In(5) A= In(2) +In(3) +In(4) + In(5) + In(6) : F Calculer laire des

s, =1n(120) s =In(720) . 7 “rectanglesinférieurs :

1 6 g : t s . ‘ :

B On en déduitIn(120)< [ f(x)dx <In(720). E e i
E] En div6isant l'intervalle [1; 6] en 10 intervalles égaux, n Soit 2422 4ot n? = n(n+1(2n + 1).

encadrer L In(x)dx. 6

2
Diviser [-2; 2] en 10 intervalles égaux, estimer_[ 2x2 dx.
“» Exercices 35337 p. 152
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Cours

e Intéegrale et primitive

(@) Fonction positive

Existence d’une primitive EEE
=]

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Démonstration i
lienmini.fr/maths-c06-04  [w]hsrgts

La fonction F définie sur [a; b] par F(x)= _[xf(t)dt est dérivable sur [a; b]
o ‘ @LJEN
eta pour dérivée . 4 anfon

(CRemarque La fonction F est la primitive de fsur [a; b] qui s'annule en a.

Condition suffisante d’existence d’une primitive d'une fonction

Toute fonction continue sur un intervalle de R admet des primitives sur cet intervalle.

(CRemarque Ce théoréme ne donne pas directement une expression explicite de F(x).

Exemple

La fonction In est continue sur [1; 20], donc In admet des primitives sur [1 ; 20].
La fonction F définie sur [1 ; 20] par F(x) = Lxln (t)dt est la primitive de la fonction In qui s'annule en 1.
Calcul d’'une intégrale a I'aide d’une primitive
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Soit F une primitive de fsur[a; bl.Ona:

J:f(x)dx = F(b) - F(a). On notera communément [F(x)]: =F(b) - F(a).

Démonstration
Pour tout élément x € [a; b], les fonctions x — .[: f(t)dt et x— F(x) — F(a) sont deux primitives de fqui

s'annulent en a. Elles sont égales et le calcul de l'intégrale ne dépend pas de la primitive choisie.

(B) Fonction continue
Généralisation de la définition de I'intégrale

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a; b] et F une primitive quelconque de fsur [a; b].

b
Lintégrale de fentre a et b est le nombre réel défini par Ja f(x)dx = [F(x)]z =F(b) - F(a).

(CRemarque La méthode des rectangles s'applique a toute fonction continue.

Relation de Chasles

b
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; c]. Soitb € [a; c].On a J:f(x)dx = Ja f(x)dx + I:f(x)dx.

Démonstration
a a

[“F(x)dx = [F()]S = Flo) - Fla) = Fc) - F(b) + F(b) - Fla) = [Fx)]] +[F(x)]] = | ®f(x)dx + jb‘f(x)dx

(CRemarque Sifest continue et positive et a < b < ¢, la relation de Chasles est la simple traduction de
I'additivité des aires de deux domaines adjacents.

Ao =51y + by ou [ F(0)dx = [ F(o)dx + [ Flx dx

totale
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W Les rendez-vous

Méthodes -
fenminifymathsc06.03 D2 SAMMALH

5n Calculs d'intégrales avec les primitives des fonctions usuelles

------------------------------------------------ eecccocc e

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes. . "
e Conseils & Méthodes
x+1 dx oo coee

a)j (-x%2 +3x+4)dx b)J py

il Solution I

a) La fonction x> —x? + 3x + 4 admet pour primitive la fonction

4
1 3 4 1 3 125
Fixrs ——x3+=x2 ! _x2 = ——x3+2x2 ey
X —axteox +4x ﬂL( x2 +3x +4)dx [ 3F 5% +4xl1 s ﬂ

®@ocecccecc0cc00c000000000000000 0,

ﬂ Chercher une primitive de f
notée F.

ﬂ Calculer lintégrale c'est calculer
F(4) - F(-1).

Un candidat primitive estIn(v).

®ecccccccs0000000000000000000000000’

2
(W) (x) = "+ - doune
. s X +1 . )
b) Soit h defimei sur [1; e] par h(x) = o On reconnait une expression primitive de h.
ressemblant 3 Y-avec v(x) = x2 + 2x et V(x) = 2+ 2 = 2(x + 1). uCalculer H(e) - H(1)
» .
DoncH(x):%xIn(x2 +2Xx) est une primitive de h. ﬂ Secesesscescscesesssssssscsesscces
e x+1 1 © L
=L 2 - 2 _L
L x2+2xdx-[2xln(x +2x)]1 S xIn(e? +2¢) -~ xIn(3) R
@ Calculer les intégrales suivantes. ﬂ Calculer les intégrales suivantes.
4 33x2 -1 30 1 2
a)| (x-12dx b a)[— b) | 2xe* dx
[ x- [, 5 N et )],

Sode
= 4 Ut|||ser la relation de Chasles

--------------- eecccccc00cc0cccccce

Enoncé

Soit la fonction f, continue sur R et définie par f{x)= . Déterminer J‘_SSf(x)dx.

il Solution

f est une fonction continue sur R, elle est donc intégrable. Jif(x)dx = J_(;f(x)dx + Jj f(x)dx ﬂ

{—x+1 six<0

e¥ six=0

2 0
Iif(x)dx - ,f_03(-x +Ndx = [_% ¥ xL -75 R

[ f)dx = [Perdr=[ex]f =e® -1 B} On en déduit [ fedx=65+e5

A vous de jouer ! |,

1 e B
Calculer I’intégraIeJ. f(t)dt avec f(x) définie par : BEN soit £ définie sur | = [-1
- 0,25x+3 six<0
. 1 . X)= .
xi—>x+15|—1sx$0etparxn—>m5|0$x$1. 2x+3 six=0

Calculer lI'intégrale de fsur |.

) Exercices 38 a 41 p. 152

Conseils & Méthodes

ﬂ Décomposer
I'intervalle
d‘intégration [-3; 5]
en intervalles sur
lesquels la fonction
ne change pas
d'expression.

0000000000000 00000000000’

ﬂCaIcuIer chaque
intégrale séparément. :

‘ooooooooooooo----------o‘

R R F R RN

;1 par:

) Exercices 42 a 44 p. 153

6 - Calcul intégral
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Cours

(©) Valeur moyenne d’une fonction

Valeur moyenne

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b], on appelle ry ¥ =1x)
valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre réel p tel que :
1 ¢b
=——1/| f(x)dx
i b-a’a -
D J Cy-n
(CRemarque Lorsque fest une fonction continue positive, on peut
dire que l'aire sous la courbe de la fonction fentre a et b est égale a l'aire X
du rectangle ABCD de «largeur » b - a et de « hauteur » {1 A@;0) O 7 B(b;0)

Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et . la valeur moyenne de f sur[a ; b].

Alors :

9 Calculs d'aires a l'aide des integrales

Aire sous la courbe d’une fonction continue et négative
Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ; b] et 6, sa courbe représentative.

L'aire du domaine % délimité par la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d'équations x=aetx=b

b
estégalea: —J f(x)dx exprimée en unités d'aire.
a

¢ Démonstration
Par symétrie, |'aire du domaine & est égale a I'aire du domaine €, c'est-a-dire l'aire sous la courbe de la
fonction g définie sur l'intervalle [a; b] par g(x) = —f(x). g étant continue et positive, I'aire de & est donc

b
égalea: .[a g(x)dx (exprimée en u.a.).

G, la primitive de g, est égale a l'opposée de la primitive de F soit :

j
G=-F. _— X

[ 9x)dx = G(b) - Gla) = ~F(b) + Fla) = ~(F(b) - F(a)) = - || f(x)dx “NQ/' b
(Gf

G Aire entre deux courbes

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a ; b].
L'aire du domaine % délimité par les courbes représentatives des fonctions f et g et les droites
d'équationsx=aetx=bestégalea:
b
_[ (g(x) — f(x))dx exprimée en unités d'aire.
a

Exemple
Soit fet g définies sur 10 ; +°[ par fix) = x et g(x) = x¥*. Comme pour toutx € [0; 1], on ax > %,
I'aire du domaine 9 délimité par<€f,<6g et les droites d'équation x=0etx=1estégalea:

3, ©

2 37
&Q(@)=J; (x—x%dx:{%—x—} =~ ua
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m Les rendez-vous

Meéthodes

lienmini fr/maths-c06-03 Sesamath E xe rc l c es

Sode
Ea Déterminer la valeur moyenne d'une fonction

Enoncé
1 B Conseils & Méthodes [

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = —.
X

ﬂAppquuer la formule de la

1. Déterminer la valeur moyenne p de la fonction fsur [2 ; 51. moyenne.

2. Donner une interprétation géométrique.

il Solution

: 11 5 1 s (5 1.5
1. f est continue, U = P X L de. ﬂ Or L de =[In(x)]; = In(i) doncm = glni.

ﬂ Vérifier que la fonction fest
positive pour interpréter la
valeur moyenne.

®ec000000000000000000000000000 00

eecccccccccccccce,
®ec0c0cccc0000000000’

2. La fonction f est positive. ﬂ La valeur moyenne calculée est la longueur d'un rectangle de largeur 3 qui a la méme aire

que le domaine sous la courbe sur [2 ; 5].

A vous de jouer ! |,

4
@ Déterminer la valeur moyenne de la fonction m CaIcuIer‘[ f(x)dx sachant que la valeur moyenne
t—e 0%sur[o; 2. !

defsur(l;4lestégalea2. . . . i ocus3u9p. 153

ode
2 Calcul d'aire a I'aide d'une intégrale

Enoncé

Soit f définie sur R par f(x) = x2 - 4. Calculer :
a) l'aire s comprise entre la courbe et I'axe des abscisses entre
les droites d’équations x=-2 et x = 2.

b) I'aire B comprise entre la courbe et I'axe des abscisses entre
les droites d’équations x=-5etx=1.

2 C ils & Méthod
a) f est négative entre -2 et 2. ﬂ&d=—J._2(x2—4)dx ﬂ NI Lonseils & Methoces [y

ﬂ Déterminer le signe de f(x) entre -2 et 2.

3
Une primitive de x* - 4 est x? - 4x donc

&i=—J_2(x - 4)dx = [3 4x12 (8 3) (8 3] 3

b) f est positive sur [-5 ; —2] et négative sur [-2; 1].

-2 1 568 - 7 i
_ A _ _ 2 _ N A I =36.
B=[ (x2-4)dx- [ (x*-4)dx 3R [3 4x} [3 4xL 36

-5

ﬂ Ecrire I'égalité entre aire et intégrale.
f étant négative, c'est I'opposé de
I'intégrale de f qui est égale a l'aire
Décomposer l'intervalle [-5; 1] en
sous-intervalles sur lesquels la fonction
est de signe constant, puis calculer
I'intégrale ou son opposé sur chacun
des intervalles.

®000000000000000000000000000000000000000 o

O R R Y XN
®ec000c00000000000000000000 00

A vous de jouer ! |,

3
g 1 . s 3 1
Soit f définie sur R par f(x) = —. m Soit g définie sur R par g(x) = —( Zx - E) +1.
x
Calculer I'aire comprise entre la courbe et I'axe des 1. Montrer que la solution de g(x) = 0 est x = 2.
abscisses entre les droites d'équations x = -5 et x = -3. 2. Calculer l'aire comprise entre la courbe et I'axe des

abscisses entre les droites d'équations x = -3 et x = 4.
) Exercices 50 a 52 p. 153
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Exercices

Sode
S

_Calculer une aire entre deux courbes

Enoncé
Soit fet g deux fonctions définies sur R par :
flx)=x2 -4 etg(x) = (x2-A)(x+1).

Déterminer l'aire &4, en u.a., du domaine compris entre
les courbes représentatives de f et de g sur l'intervalle [-2 ; 2].

i Solution [N

f) — g(o) = X2 — 4 — (x2— 4)(c + 1) ﬂ
fx) - g() = (2 - 4)(1 -x- 1)

fx) - g(x) = —x(x* - 4)

On en déduit le tableau de signes suivant.

x -2 0 2

¥-4 |0 - -4 - 0
-x + 0 -

flx)-g(x) | O - 0 4 0

<Gfest au-dessus de (69 sur [0; 2] et en dessous sur [-2 ; 0]. ﬂ
ot = [ () - fodx + [ () - ghdx

A= j_c;x(x2 -4)+ J: - x(x* - 4)dx ﬂ

&q=|:(x2_4)2i|° +[_ (x2_4)2j|2
4 ) 4 o
(4P 0 0 (4p
4 4744

A =8u.a.

A vous de jouer ! |,

Soit f et g deux fonctions définies sur R par :
flx) =x2 -1
etglx)=x+1.
Déterminer l'aire 54, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de f et g sur l'intervalle [-1; 2].

Meéthodes
lienmini.fr/maths-c06-03

Les rendez-vous
Sesamath

“» Cours 3 p. 146

IUURURRIN  Conseils & Méthodes [

ﬂ Déterminer le signe de f(x) — g(x)
pour connaitre la position relative
des deux courbes.

csccccce,

ﬂ Ecrire une égalité entre intégrales et aire
en décomposant l'intervalle initial suivant
le signedef-g.

ﬂCaIcuIer les intégrales.

R R R R R R X I

e000000000000000000000 00

»

®e00000000000000000000000000000000000000000000 0°

Soit f et g deux fonctions définies sur R par :
flx) =0,25x% - x -3
g(x) =-0,5x2 —x+ 9.
Déterminer l'aire 54, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de f et g sur l'intervalle [-4 ; 4].

) Exercices 69 a 73 p. 155



Les rendez-vous
Méthodes T i
lienmini.fr/maths-c06-03 SESamath

Sode

2

Interpréter une intégrale

Enoncé

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par : f(x) =

1. On note F la fonction définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par : F(x) =

a) Vérifier que F est une primitive de fsur [0,5 ; 18].

(résolus

= Cours 3 p. 146

4In(3x+ 1) -x+ 3.

4 x2
—Bx+NInBx+1)-—-x.
3( )In( ) 5

8
b) Calculer la valeur exacte de l'intégrale L f(x)dx et donner une valeur approchée de cette intégrale a 10~ pres.

2.0n admet que le bénéfice réalisé par une entreprise lorsqu’elle fabrique x centaines de pieces est égal a f(x),
en milliers d’euros, pour une production comprise entre 50 piéces et 1800 piéces.
Déterminer la valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie entre 100 et 800 piéces. On donnera

une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros pres.

i Solution

1.) F(x)

4 3 2x
F'(x)==—C@x +1)x 4In(3 N-—-1
(x) 3(x+) 3x+1+ n(3x +1) 5 ﬂ

F)=4+4InBx+1)-x-1
=f(x)

F est une primitive de fsur [0,5; 18].
100

2
= %(3.96' +DInBx +1) - x? — x est dérivable sur [0,5 ; 18] et

D’apres Bac ES 2012

_______ Conseils & Méthodes e,

ﬂOn calcule la dérivée de F.

ﬂOn étudie les unités du probléme.
b d Théme 1

eeccccccccce

100

b)j18f(x)dx=F(8)—F(1)——I (25)———8——] (4)+ —+1-—| (25)_—| (4)-38,5.

[*fee)dx = 61,4210 pres.

2. x est exprimé en centaines de piéces donc une production entre 100 et 800 piéces correspond a 1 < x < 8. ﬂ

La valeur moyenne de la fonction f est égale a . = —J f(x)dx ou encore . = 7(—] (25) - —I (4)-

1(100 16

38,5)

fs'exprime en milliers d'euros donc [ = 8,772 755 milliers d'euros ou .~ 8 772,755 euros. ﬂ

Une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros preés est 8 700 euros.

A vous de jouer ! |,

L' entreprise NVIDIO, spécialisée Physique
dans la fabrication de cartes graphiques, contréle la qua-
lité des condensateurs. D'apres le cahier des charges, un
condensateur est supposé conforme si I'énergie consom-
mée est inférieure a 20 J. Cette énergie (en joules) corres-
pond a l'aire de la surface sous la courbe de la puissance
instantanée p (exprimée en watts) entre 0 et 10 secondes.
Expérimentalement, on établit que la puissance instan-
tanée d’'un condensateur est donnée par la fonction :
f(t) = 20te~.
1. Montrer que F(t) = (-20t - 20)e~! est une primitive de f.
2. Les condensateurs ainsi fabriqués correspondent-ils
au cahier des charges ?

m On note fla fonction définie sur [0 ; +o[ par :
flx) = (x + 8)e 05,
La fonction f modélise la demande d'un produit infor-
matique. f(x) représente la quantité, en milliers, d'objets
lorsque le prix unitaire est de x centaines d'euros.
1. Etudier les variations de f.
2. Montrer que F définie par :
F(x) = (-2x - 20)e™0>*

est une primitive de fsur [0 ; +oo[.
3. Calculer la demande pour un prix unitaire de 200 euros
a un produit pres.
4. Déterminer la valeur moyenne de la demande, a 10
produits prés, pour un prix compris entre 200 et 400 euros.

D’aprés bac ES Liban juin 2008

) Exercices 74 a 78 p. 154
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- ” O VIDEO
Exercices (‘3pprendre a démontrer

La propriété a démontrer

Soit f une fonction continue positive et croissante sur [a; b].

Déterminer la dérivée de la fonction F, : x — J.:f(t)dt.

© On souhaite démontrer la propriété.

» Comprendre avant de rédiger
On ne peut pas utiliser les théoremes de dérivation classique. On revient donc a la définition de la fonction dérivée.

F h)-F
On détermine lim a(% +h) = Fy(x,)
h—0 h

Cela signifie que la fonction F est une primitive de f.
» Rédiger

Etape @) On s'intéresse a la limite a droite. La démonstration rédigée

. Cette limite est obtenue en calculant la limite a gauche puis a droite.

x +h
j N f(t)dt correspond a l'aire de la surface% Soit x, € [a; bl et h # 0 tel que (x, + h) € [a; b].

0

e e e, Sih > 0, d'apres la relation de Chasles, on a:

x,+h
F (kg + ) =F, ()= [ "f(t)dt - j f(odt = j f(t)dt.

0

f est croissante, on a I'encadrement suivant:

X x0+h
< <
o a  x x+h hf(xo) j f(O)dt =hf (o +h)
g o F,(xq +h) = F,(x)

Par croissance de f, 'aire de la surface sous la Dot : f(x,) < ot 0/ < f(xy +h).
courbe de f entre x,, et x, + h est encadrée par h

I'aire du rectangle de dimensions h et f(x;) et fest continue, lim f(x, +h) = f(x,).

h—0

celle du rectangle de dimensions h et fix, + h). o
Alinsi,

R )= F ()
Jry S

Etape @ On siintéresse 3 la limite a gauche. = Sih < 0:d'apres larelation de Chasles, on a:
Cette foisx +h < x,, on obtient un encadrement x,+h
o 0 F,(x0) = F (e + by == 7 f(o)k.
0

de J' t)dt par une aire de rectangle. ) , )
f est croissante, on a l'encadrement suivant :

iy + ) =- [ ) =-hf(x,)
F (5 + h) = F ()

. fx, +h)< p < f(x,) et donc
of ax+hx, F.(x, +h)~F. (x,)
li a0 ar\o’ _ )
L
Etape @ a - La limite a gauche est égale a la limite a droite de 0 donc
Onconclut. fp(a)= L f(t)dt =0, F (x,+h)—F (x,)
o ) Jim 220 2 "ar707 = f(x,)- Ainsi F, est dérivable en
F, est la primitive de f qui s'annule h—0 h
ena. Xo et F1(x,) = f(x,). F, est dérivable sur [a; b] et F; = f.

» Pour s'entrainer

Démontrer le théoréme d'existence d'une primitive dans le cas ou la fonction est continue, positive et décrois-
sante sur l'intervalle [a; b].
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© DIAPORAMA

Calculs et automatismes
lienmini.fr/maths-c06-05

Primitive
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

1
_[_1(3x2 +4x +3)dx estégale a:

[@l [x3 +2x2 + 31, [B] [x3 +2x2 +3x - 81,
L] [6x +11, [d] 8

ET) calcul d’intégrale (1)

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

3
Jo tdt estégalea:

[a] 3.
[c] 1,5.

[b] 9.
[d] 4,5.

EE] calcul d'intégrale (2)

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
j_11(2t +T)dt est égale a:

[a] I'aire sous la courbe entre -1 et 1. [b] 2.

& j;(2t+1)dt+j_°1(2t+1)dt. ] o.

FX] calcul d’intégrale (3)

L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse? V/ F

jo 1 drest égale afln(1- x)1°,. o o
2x-1
Valeur moyenne (1)

Laffirmation suivante est-elle vraie ou fausse? V F
La valeur moyenne de la fonction carré

sur [-2; 0] est g O O

73 valeur moyenne (2)
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
1,5 est la valeur moyenne sur [0 ; 3] de la fonction :

[l fl)=4-~ [b] fix) =x.
[c] fo) =2x+1. [d] %[x]‘_‘z.

F£] Calcul d'intégrale (4)

L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse? V F

J~|n(3) ex
0 e*+2

dx est égale a-In G) O O

Exercices

calculs et automatismes

Pour les exercices I8 a 22,
on consideére les fonctions f
et g définies sur R par:

flx) =0,5(x - 2)(x + 3)
etg(x)=-x-1dontles
représentations graphiques
sont données ci-contre.

- N W b
| I |
T

4321

2

Calcul d'intégrale (5)

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

Jjg(x)dx estégalea:
[a] 45.
x2 :
[c] {— + x}
2 -1

[B] Iaire d'un demi-carré de coté 3.

@1 [ Ge+Dd.

EX Aire sous la courbe

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

L'aire de la surface entre la courbe de f et 'axe des abscisses
entrex=-4etx=3est:

3 -0,5 47
@] .[_4f(x)dx, [b] 2 x J._4 f(x)dx, [<] - U

-3 2
[@]2x (0,557 +0,5x = 3)dx - [~ (0,552 +0,5x - 3)dlx.

EZ3 Estimer une intégrale

Les affirmations suivantes

sont-elles vraies ou fausses ? v F
1 1

a) J_lf(x)dx < J._1g(x)dx. O 0O
2 2 d

b) [*F(x)dx > [ glx)dx. O O

Aire entre deux courbes

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

L'aire comprise entre la courbe de fet la courbe de g entre
x=-4etx=0estégalea:

&1 1) -gbandx.  [B][° [glx) - Flxldx.

[€]1-0,5x2 - 1,5x-0,51%,.  [d] % ua.

6 - Calcul intégral
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d'application

Exercices

Déterminer une intégrale -
par calcul d'aire ‘A

.................................................

On considére la fonction f affine par morceaux repré-
sentée ci-dessous.

1y

o]
ol

a9
z

1
I

X

>

0 2 3 4

£

1. Calculer I'aire sous la courbe de la fonction fentre 0 et 3.
2. On considére la fonction g définie sur [0,3] par
glx) =flx) + 2.

Calculer I'aire sous la courbe de la fonction g entre 0 et 3.

m Dans le plan muni d’un repere orthonormé d'origine

N . . Ve . 1
O, on considére le point A sur la droite déquation y = Ex

et d’abscisse 2 ainsi que le point B sur la droite d'équation
y=-2xetdabscisse -2.
Déterminer l'aire du triangle OAB.

m Calculer I;(—x +4)dx.

4

~15-1-059 05 1 1,5 2 25 3 35

m Calculer les intégrales suivantes.

a) [ xdx b) [ (2t + at [ -y+3)dy

m Calculer I'aire sous la courbe des fonctions suivantes
sur [0; 3].
a)x—x.

b) x+— 2. ) x+— —-x+3.

Estimer une intégrale

par la méthode e
desrectangles . B
On considére la fonction inverse sur [1; 2].

1.0n partage l'intervalle [1; 2] en cing intervalles de méme
amplitude. Quelle est la longueur d’un intervalle ?

2. Quelle est I'aire du rectangle coloré en orange ?

Quelle est I'aire du rectangle hachuré ?

3. En considérant deux séries de rectangles, déterminer
un encadrement de |'aire sous la courbe de la fonction
inverse sur [1; 2].

Z \\jt\Nﬁ\

. :

038 12141618 2 22

m Lafonction  : x — +/x a été encadré par deux séries de
quatre rectangles de base 1 comme sur le graphique ci-dessous.

J

2__
1.5+
1

0,5+
w77

0] 05 1 152 25 3 35 4

Estimer j:f(x)dx.

m 1. Tracer l'allure de la courbe de la fonction logarithme
sur l'intervalle [5; 10].
2.En partageant [5; 10] en dix intervalles de méme ampli-

10
tude, déterminer un encadrement de J-s In(t)dt.

Calculs d'intégrales
avec les primitives o
des fonctions usuelles B p. 15

.................................................

Déterminer les valeurs des intégrales utilisant des
fonctions usuelles suivantes.

a) j:(x-3) dx b) J;1(1—x)dx

13 2 03 _ 342
o[, Z0-x0dx  d) [ (a7 -3t - 4t +2)dt



m Déterminer les valeurs des intégrales suivantes en
utilisant des fonctions de référence.

a1 : 31
a) J.1 [ﬁ_?Jdt b) j0e1_2x dx C) L qu

m Déterminer les valeurs des intégrales suivantes.
1 1
X742 _ 42)3
a) one dx b) _[_1x(2 x4 dx

2
d) J_1ﬁdx

Déterminer les valeurs des intégrales suivantes.

) J:t(tz —1)dt

e X 15 3
a) [ —dx |:>)j5 —

dx

2 x3 In(3
C)L x4+1dx d)J e¥+2

Utiliser la relation de Chasles p. 145

.................................................

m On consideére la fonction f définie sur [-1; 4] par :

1 site[-1;2]
f(t)=<-t+3 site]2;3]
t-3 sitel3;4]

Calculer alors f]f(t)dt.

On considere la fonction g définie sur [-5 ; 5] de
période égale a 2. Sur [-1; 1], la fonction g est égale a |x].
1. Construire la courbe représentative de g sur [-5 ; 5].

2. Calculer alors Fg(t)dt.

3.En deduwe_[ t)dt pwsj
x2 sio<x<1
72X soitfdéfinie sur[0; 3] par:f(x)=4 1 silsx<2
x
-x+3 si2=sx=<3
2

Calculer I'intégrale de f sur son intervalle de définition.

Déterminer la valeur

Jhode

moyenne d'une fonction  “Bp 17
m Soit la fonction définie sur [-2 ; 2] par :

fix—>x>+3
1. Déterminer la valeur moyenne sur l'intervalle de défi-
nition.
2. Interpréter le résultat de maniere géométrique.

d'application

Exercices

m Soit la fonction définie sur [e ; 4] par :
x
X
I 2
1. Déterminer la valeur moyenne sur [e ; 4].
2. Interpréter le résultat de maniere géométrique.

Calculer‘[

gsur[1;3]estégalealn(2).

x)dx sachant que la valeur moyenne de

T
Calculer j04 f(x)dx sachant que la valeur moyenne de

TR ) L2 . .
fsur _Z;Z est égale a — et que la fonction f est paire.
T

Donner l'expression de la valeur moyenne de toute
fonction linéaire sur un segment [a; b].

Calcul d'aire al'aide e
W17

................................................

1. Représenter dans un repére orthogonal, la fonction f

définie sur R par: flx)=x-1.
2. Calculer les intégrales suivantes.

1 3
a) | f(x)dx. b) [ f(x)dx

3. Déterminer le signe de fsur [-2; 3].

4. Déterminer l'aire entre la courbe de f et I'axe des abscisses
entre -2 et 1.

5. Déterminer l'aire entre la courbe de fet I'axe des abscisses
entre -2 et 3.

m On considere la fonc-

tion h définie sur R par: N J ’,
h(x)=0,5(x+2)(x-1)(x-4) / 4 I
dont une représentation / 3 \ I
est donnée ci-contre. / 2 \ I
1. Déterminer le signe de 1 x
hsur[-3;5]. 550 > 3 b o
2. Déterminer l'aire entre I \ T /

la courbe de h et I'axe des I 2 \ /
abscisses entre 1 et 4. | 3 /

3. Déterminer l'aire entre h’ 4

la courbe de h et I'axe des ’ 5

abscisses entre -3 et 4.

m On consideére la fonction f définie sur R par:

1 1 15
flx)=—x2-—x-—.
40 27 4

1. Déterminer le signe de f sur [-5; 6].
2. Déterminer l'aire sous la courbe de fet I'axe des abscisses
entre -5 et 6.

3. Calculer fsf(x)dx.

4. Comparer les résultats des questions 2. et 3..

6 - Calcul intégral
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Exercices

@ Soit fet g les fonctions définies sur ]0 : +o<[ par :
2
f(x)= % “In(x) etg(x) =xn (%) - x.

1. Calculer g’(x). déduire une primitive de f sur [R{:.

2. Calculer Lef(x)dx.

E 1.Enremarquant que x=x+ 1 -1, déterminer deux

. x
réels a et b tel que =a+ .
x+1 x+1

1
2. Montrer que jo%dx =1-1In(2).
X

1 er
m 1. Montrer que - X
T+e* T+e*

1
1+ e¥

dx.

1
2. Calculer Io

E On consideére la fonction f définie sur ]3 ; +oo[ par :

f =
() x2-9
a b

= + .
x2-9 x-3 x+3

1. Déterminer les réels a et b tels que

2. Calculer J: f(x)dx.

Ea On définit sur [0; 1] la fonction C par :

Clx)=+2x-x2 +1.

On munit le plan d'un repére orthonormé dans lequel € est
la courbe représentative de C et on considére le point I(1;1).
1. Justifier que C est positive sur [0; 1].

2. Soit M un point de la courbe €. Démontrer que la distance
IM est constante et égale a 1. Que peut-on en déduire sur € ?

3. En déduire la valeur de _[;C(t)dt.

Aire sous la courbe

..................................................

On considere la fonction f définie sur [0 ; 3] par :
tsitel0;1]

B %site[1,3]

Déterminer l'aire entre la courbe de la fonction fet I'axe des
abscisses entre 0 et 3.

m On considere la fonction f définie sur R par:

2x six <2
f(x)= )
4 six>2

1. Déterminer le signe de f sur [0 ; +°[. N

2. Soitn € N”. On définit la suite (u,) paru, = _[0 f(t)dt.
a) Calculer uy, uy, u,, us.

b) Déterminer u, en fonction de n.

d'entrainement

..................................................

m On considére la fonction f: x> 3x2 + x - 2.
Déterminer l'aire entre la courbe et I'axe des abscisses
entre-1et1,5.

s . -4
m On considére la fonction g: x — ———.
(x+2)
Déterminer l'aire entre la courbe et I'axe des abscisses

entre-1et1.

m On consideére la fonction f définie sur R par:
e¥ 2six<2
f(x)=
e2 ¥ six>2

1. Vérifier la continuité de fsur R.

4
2. Calculer I’intégrale_[o f(x)dx.

m On considére la fonction f:x+— Ix2 + x - 2.
1. Déterminer le signe de x2 + x - 2 en fonction de x.

2
2. En déduire une expression de | = _[ 3f(x)dx comme
somme de trois intégrales.

2
3.Calculer/et J = _[_3(962 + x - 2)dx. Comparer/ et J.

Démo
m Une autoroute doit traverser une voie
ferrée. Une entreprise est chargée de construire un pont
par-dessus la voie ferrée pour laisser passer l'autoroute.
La longueur totale du pont est de 8 m; sa hauteur de 6 m
(la figure montre le pont vu de face).

81y
W

L'ouverture est limitée par un arc de parabole de hauteur
h =4 m et d'axe de symétrie (Oy).
Les points A et B sont tels que OA=0B =3 m.
Pour des raisons de sécurité, l'aire de l'ouverture doit étre
inférieure ou égale au tiers de I'aire totale de la facade.
1. On considére le repere orthonormé d'axes (Ox) et (Oy)
ou 1 cm représente T m.
Une équation de la parabole dans ce repere est de la forme:
y=ax’+c.
Déterminer ¢, puis a.
2. Déterminer l'aire de I'ouverture déterminée par l'arc de
parabole.
3. Vérifier que cette ouverture correspond aux normes du
cahier des charges exposées dans I'énoncé.

D’aprés Bac pro Travaux publics 1993



Exercices

d'entrainement

On donne ci-contre,
dans un repeére orthonormé
(O; 7,7), la courbe repré-
sentative % d’une fonction
f définie et dérivable sur | |
Iintervalle [-2 ; 4]. On o4 0|7 1 2'\§ 4
nomme A le point de €

d'abscisse —1 et B le point de 6 d'abscisse 0.

e La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle
[-2;—1] et strictement décroissante sur l'intervalle [-1 ; 4].
¢ La tangente a € au point A est horizontale.

e La droite T est la tangente a ¢ au point B et a pour équa-
tiony=—-x+2.

A » 1.a) Donner lavaleur de f’(-1).

b) Déterminer le signe de f'(2).

¢) Interpréter graphiquement £(0), puis donner sa valeur.
2. Encadrer, avec deux entiers consécutifs, l'intégrale

0
Lf(x)dx exprimée en unité d'aire.

B » La fonction f de la partie A a pour expression :

flx) = (x + 2)e™.
1. Calculer la valeur exacte de l'ordonnée du point A.
2. Justifier par le calcul le sens de variation de la fonction f
sur l'intervalle [-2; 4].
3. Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle [-2 ; 4]
par F(x) = (-x - 3)e ™ est une primitive de f.

0
4. a) Calculer la valeur exacte de I’intégralej 1f(x)dx.

b) Vérifier la cohérence de ce résultat avec celui de la ques-
tion 2. de la partie A.

m On considere la fonction f définie sur R par:

flx) = (~x + 2)e0>*
dont la courbe représentative ‘¢ est tracée ci-dessous dans
un repére orthonormé.

1y
A
1+
1 } } } | } } } D Il X
-7 6 -5 -4 -3 -2-10 1 3
2+
_3+ %,

1. A l'aide de la figure, justifier que la valeur de l'intégrale
2
jo f(x)dx est comprise entre 2 et 4.

2.a) On considére F la fonction définie sur R par :
F(x) = (-2x + 8)e0>*
Montrer que F est une primitive de la fonction f sur R.

2
b) Calculer la valeur exacte de jo f(x)dx et en donner une

valeur approchée a 1072 prés.
D’apres Bac ES Amérique du Nord 2013

................................................

On considére la fonction F définie sur R, par:
F(x)= |

0

X

(1-e t)dt.

1. Déterminer les variations de la fonction Fsur R .
2. Etudier le signe de la fonction en fonction de x sur cet
intervalle.

Déterminer les variations de F, définie sur [0; 1] par :
_ [*1_ ot
F(x) = jo (1-et)dt .

Aire d'un domaine o
entre deux courbes

..................................................

On considéere deux fonctions fet g

définies sur R par:
3 1
flx)==x-1etg(x)=-—x+1.
(x) 4x g(x) 2

Les courbes représentatives 6 et ¢ 5 de ces deux fonctions
ont été tracées sur la figure suivante.
1y /Dg/

%4

1. Résoudre f(x) > g(x) sur R.

2. Déterminer l'aire du triangle ABC.

3. Déterminer l'aire entre les deux droites représentant les
deux fonctions entre 2 et 7.

m On considére deux fonctions f et g définies sur R par:
1 1
f(x)= Exz I EX -2 etg(x)=0,5x.

Les courbes représentatives € et 6 . de ces deux fonctions
ont été tracées sur la figure suivante.

1. Déterminer les coordonnées des deux points d'intersec-
tion A et B des deux courbes.

2. Résoudre f(x) < g(x).

3. Déterminer l'aire entre les deux courbes entre lI'abscisse
de A et l'abscisse de B.

6 - Calcul intégral



On considere deux fonctions fet g

définies sur R par :

f(x)=lx2 —lx—3 et
2 2

g(x) = —%(x— 3)(x +2)

dont les courbes représenta-

d'entrainement

tives ‘€.et 6 ont été tracées.
1. Déterminer les coordonnées
des deux points d'intersection
A et B des deux courbes.
2.Sur quel intervalle la courbe
“gestau-dessus de 6 ?

3. Déterminer l'aire entre les deux courbes entre |'abscisse
de A et l'abscisse de B.

Soit fet g définies sur R, par: X\\y
4

22
f(x):% et glay=—S

X+2 ’ 34 cgf

On s'intéresse au domaine &% compris 2t @
entre les courbes ‘6,et 6 , I'axedesordon- 1+
nées et la droite d'équationx=a (a > 0).

\Aad

1. a) Montrer que 2 est racine du poly-

néme N(x) =x3 + 2x2 - 16.

b) Déterminer 3 réels b, c et d tels que N(x) = (x - 2)(bx2 + cx +d).
¢) En déduire le signe de f(x) — g(x) sur [0 ; +o°[.

2.0n suppose que a < 2. Déterminer l'aire du domaine 9.
3.0n suppose que a = 2. Déterminer l'aire du domaine 9.

Soit f et g définies sur R, par: TICE
flx) =In(x) et g(x) = 1 -1.

On définit : X

e le domaine &% compris entre les y

courbes € et <€g, la droitex=e""etla P

droite d'équation x = 1. MTil\e =

o|—

¢ le domaine ‘¢ compris entre les D 1 %
courbes €, et €, ladroitex=1etla 0 1
droitex=c';(a >g1). Jﬂ\
On cherche a tel que les aires &% et €
soient égales.

1. a) Réaliser la figure a l'aide d’'un logiciel de géométrie
dynamique. En approchant I'aire de 9 et de € par l'aire de
triangles, proposer une valeur possible de a.

b) Par lecture graphique, donner le tableau de signes de
flx) — g(x) sur [0 ; +o°[.

2.Soit h(x) = xIn (x) + x - 1 une fonction définie sur R:.

a) Calculer h’(x).

b) Etudier les variations de la fonction h.

<) En déduire les positions relatives de ‘€ et 6 .

3. a) Montrer que la fonction F définie sur [R: par
F(x) = xIn (x) - x est une primitive de f. 1

b) Montrer que l'aire du domaine 9% est égalea 1- o enu.a.

4.a) Montrer que l'aire du domaine € est égale a (a - 1)In (a).
b) Etudier les variations de la fonction k(x) = (x — 1)In(x)
sur [1; +oo[.

) Déterminer une valeur approchée de a & 1072 prés.
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Une usine produit des pieces m

métalliques. On note
x la production en
dizaine de piéces.
Le bénéfice obtenu,
exprimé en milliers
d'euros, par la vente
de ces pieces est
donné par la fonction
f définie sur [0 ; 6]
par :

fix) =-0,04e* +x -1
1. Etablir les variations de la fonction f.
2.Tracer la courbe et donner sans justifier une valeur appro-
chée a 107" par excés du réel o tel que f(or) = 0 avec o0 > 2.

3. Calculer J.;f(x)dx.

4. Déterminer la quantité g, de pieces a produire et a vendre
pour un bénéfice maximal, et calculer une valeur approchée
de ce bénéfice maximal arrondie a 10 euros pres.

5. Déterminer la quantité g, , supérieure a g, a partir de
laquelle I'entreprise travaille a perte.

6. A 1 euro prés par défaut, calculer le bénéfice moyen
réalisé par I'entreprise quand elle produit et vend entre 20
et 40 pieces.

D’apres Bac

Une machine-
outil achetée neuve
coute 10 milliers d’euros.
Au bout d’un an, son prix
de revente a diminué de
18 % et on admet qu'il en
est ainsi chaque année.
1. Quel est le prix de
revente en milliers d'euros au bout de trois années ?
2.0n note V, le prix de revente de la machine au bout de
n années, en milliers d'euros.

a) Exprimer V. en fonction de n.

b) Déterminer par le calcul le nombre d'années a partir
duquel le prix de revente de la machine sera inférieur ou
égal a 1,5 millier d’euros.

3. Soit k la fonction définie sur [0; 8] par : k(x) = 10 e 02,
On admet que k(n) est une bonne approximation de V,
pendant les 8 premieres années.

5
On note, I'intégrale : / = _[0 k(x)dx.

a) Calculer la valeur exacte de/, puis en donner une valeur
approchée arrondie a I'unité la plus proche.

b) Estimer la valeur moyenne du prix de revente de la
machine sur cing années d'utilisation, puis en donner une

valeur approchée
D'aprés Bac



Un supermarché souhaite acheter m

des fruits a un paysan.

Ce fournisseur propose des prix au kilogramme, dégressifs
en fonction du poids de fruits commandés.

Pour une commande de x kilogrammes de fruits,

le prix P(x) en euros du kilogramme de fruits est donné pour

+ 300
X € [100; +oo[ par la formule : P(x) = ad
x +100
Par exemple, si le supermarché acheéte 300 kg de fruits, ces

fruits lui sont vendus P(300) = % =1,50 € le kg.
Dans ce cas, le supermarché devra payer
300 x 1,5 =450 euros au fournisseur pour cette commande.

A » Etude du prix proposé par le fournisseur

1. Calculer lim P(x).
X—>+0

-200

(x +100)2
3. Dresser le tableau de variations de la fonction P.

2. Montrer que P’(x) = sur [100; +o[.

B » Etude de la somme S a dépenser par le supermarché
On appelle S(x) la somme en euros a dépenser par le super-
marché pour une commande de x kilogrammes de fruits
(ces fruits étant vendus par le fournisseur au prix de P(x)
euros par kilogramme). Pour x € [100 ; +°[, cette somme
est donc égale a : S(x) = xP(x).

1. Calculer lim S(x).
x—>+®

2. Montrer que pour tout x appartenant a [100; +o°[ :
_ x2 4200 + 30 000

© (x+100)2

3. Montrer que pour tout x appartenant a [100; +[ :

S'(x)

S(x) = x+ 200 - 20 000 x

x+100°
4. En déduire une primitive T de S sur [100 ; +oo[.

C » Etude de différentes situations
1. Le maga- |-
sin dispose
d’un budget
de 900 euros
pour la com-
mande de
fruits. Pré-
ciser, au kg
pres, le poids
maximum de
fruits que le
magasin peut commander sans dépasser son budget. On
justifiera la réponse.
2. Le supermarché estime acheter régulierement, selon
les saisons, entre 400 et 600 kg de fruits a ce fournisseur.
Déterminer la valeur moyenne de S sur [400 ; 600] et donner
le résultat arrondi a l'unité.

D’apres Bac ES Amérique du Nord 2011

Théme 9
1. On considére la fonction f définie -

sur [0 ; +9[ par : f(x) = 10e¥N(©9)

a) Etudier les variations de fsur [0 ; +o0[

b) Représenter f sur l'intervalle [0 ; 10].

On prendra comme unité graphique 1 cm sur chaque axe.
2.0n pose, pour tout entier naturel n, v, = 10e""09),

a) Démontrer que la suite v est géométrique.

Est-elle monotone ?

b) Représenter la suite v par un diagramme en batons dans
le méme repére que f.

o) CalculerS=vy +v, +... +vgetS' =v, +v,+... +v,,

3.0n appelle/l'intégrale j;of(t)dt.

a) En interprétant /, S et " comme des aires, démontrer
graphiquement que S’ </ <S.

b) Calculer la valeur exacte de /.

¢) En déduire la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0 ; 10].
4. Une voiture a une valeur d’achat de 10 000 €.

On estime que sa valeur marchande (en euros constants)
diminue de 10 % par an.

a) Démontrer que sa valeur au bout de n années, exprimée
en milliers d'euros, est v,

1y Gorp s peme

0,9"= enin(0,9)

b) Au bout de combien d’années sa valeur est-elle inférieure

a4000€?

c) Evaluer sa valeur moyenne sur 10 ans d'utilisation.
D'apres Bac ES 2012

Pour établir le devis de net- y
toyage de la fagcade de la biblio-
theque de Tromsg, le prestataire de -
service doit établir la surface a A J B x
nettoyer. On cherche donc a calcu-
ler I'aire qui se compose d'un rec- 'S E
tangle surmonté par une surface T
délimitée par une courbe parabo-
ligue. On définit un repere orthonormé (O ; f,f) d’'unité
10 metres. La hauteur [OC] de la parabole est égale a
20 métres et sa largeur [AB] vaut 40 m.

1. La parabole est la courbe représentative d'une fonction f
de la forme f(x) = b — ax? avec a et b deux réels positifs.
Déterminer a et b.

2. Déterminer l'aire de la facade en u.a., puis en m2.

6 - Calcul intégral
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bilan_

Egalité des aires

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; 1] par:

fix) =4 +ex,
J
5 %f
4
% 7 y=a
‘v
4
X
0 1

On a tracé dans le repere orthogonal ci-dessus la courbe
%, représentative de la fonction f dans un repére du plan.
Le domaine & hachuré sur la figure est le domaine délimité
par la courbe €, par I'axe des abscisses, 'axe des ordonnées
et la droite d‘équation x = 1.

On veut partager le domaine hachuré en deux domaines de
méme aire par une droite déquation y =g, parallele a I'axe
des abscisses, selon I'exemple donné ci-dessus.

1. Justifier que la valeur a = 3 ne convient pas.

2. Déterminer a 0,1 pres une valeur de a qui convienne.

D'apres Bac ES 2017
Quelle forme
de plage pour la piscine ?

Un organisme de vacances souhaite ouvrir un nouveau
centre avec une piscine bordée de sable.

Il dispose d'un espace rectangulaire de 25 métres de lon-
gueur sur 14 metres de largeur et souhaite que la piscine
et la « plage » se partagent I'espace comme indiqué sur le
schéma ci-dessous.

La bordure est modélisée par la fonction f définie par :
flx) = (5x + 7)e 02,

y4

1. Montrer que F(x) = (-25x - 160)e~%2* est une primitive de f.

2. Quelle est I'aire en m* de la zone hachurée représentant
la piscine ?

3. Lorganisme décime de remplacer cette piscine par une
piscine rectangulaire de 25 métres de longueur et de méme
superficie. Quelle en sera la largeur arrondie au dixieme

de meétre ?
D’apres Bac ES 2018

m Vendre

des voitures

Une entreprise vend des voitures télécommandées.

La vente mensuelle varie entre 1 000 et 5 000 voitures.
Une étude montre que la recette mensuelle totale de I'en-
treprise est de 70 000 euros lorsquelle vend 1 000 voitures.
On note r(x) la recette mensuelle réalisée par l'entreprise,
exprimée en dizaine de milliers d’euros, pour la vente de x
milliers de voitures.

Economie

1. Donner r(1).
2.0n admet que, pour tout x € [1; 5], la recette mensuelle
est modélisée par:

rx) =6 +x+ 2In(x).
a) Montrer que, pour tout x € [1; 5], r'(x) = x7+2 .
b) Etudier les variations de r sur l'intervalle [1 ; 5].
3. a) Soit g la fonction définie pour tout x € [1 ; 5] par
g(x) = 2In (x).
Montrer que la fonction G définie pour tout x € [1; 5] par
G(x) = 2x (In (x) — 1) est une primitive de la fonction g.
b) En déduire une primitive R de la fonction r sur I'intervalle
[1;5].
c) Donner une valeur approchée a la dizaine d'euros de la
valeur moyenne de la recette totale lorsque I'entreprise vend

entre 2 000 et 4 000 voitures télécommandées.
D'apres Bac ES 2018

3N Aire entre deux courbes

Soitf:x+—>x2-8x+ 15 etg:x+— -2x? + 10x - 9 deux fonc-
tions définies sur R dont une représentation graphique est
donnée ci-dessous.

|
0 1/ 2
_‘l 4

1. Déterminer la position relative de ¢, et ng-
2. Calculer I'aire du domaine hachuré.
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CONTINU

Définition de l'intégrale Aire sous la courbe d'une fonction positive

o Définition e Calcul exact

b
I f(x)dx=[F(x)]Z =F(b) - F(a) J 4

a 2 e
¢ Relation de Chasles 1 oA

c b c X
[ fedx= [ fl)ds+ | flx)da of 1 3 5 4

D J - Cy-p
/ X
A@;0) O i B(b;0)
Aire sous la courbe
. d’une fonction négative
Aire entre deux courbes
b
b -1 f(x)d
[Ctge) - N Joftadx
Y
A4 6
J %
/ X
GNQ/II’
(Gf
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Preparer le BAC @NEEHE

| Je dois étre capablede... )

et la relation de Chasles

P> Estimer une intégrale par calcul d’aire

P Calculs d'intégrales en utilisant les primitives

P Déterminer la valeur moyenne d’une fonction
P> Calcul d'aire a I'aide d’une intégrale

P> Calculer une aire entre deux courbes

Pour les exercices suivants,

choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

On considere la fonction f définie sur R par
fix) = —x3 + 4x? - 3x dont € est la courbe

représentative dessinée ci-contre.

L'unité d’aire est

la surface de:

Soitl=_[;f(x)dx:

L'aire coloriée en

bleu est égale a:

La valeur moyenne

pdefsur[1;3]estégale
a:

Soit

In(2)
I= J 3e¥dx,alors:
0

Une primitive F de

la fonction f, définie sur
R par flx) = xe™, est :

_[;(xex2 )dx est

LA

1 carreau.

la longueur
d’'un rectangle
de largeur 3 et
d‘aire la surface
sous la courbe

defentreOet 3.

=3
F(x) = ~x2e~*
5 .

positive.

,,;}X\Dde ,Q'}‘S\Ode
=l =
x00de ,n0de

&
Mg
&

A N N

o)

)
D

M
B

| Parcours d'exercices )

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c06-06

| —
x

2 carreaux.

I<0

C)

3 carreaux.

| est I'aire sous

la courbe, entre 0

etl.

9,10, 45, 46

13,14,69,70

1,2,29,30,3,4 35,36

5,6,38,39,7,8, 42,43

11,12, 50, 51, 15, 16, 74, 75

&l
SRETER
]

0]

4 carreaux.

jff(x)dx - _[;f(x)dx _[;f(x)dx + jff(x)dx jf'f(x)dx + j; = f(oe)die

Flx) ==(1 +x)e™™.

négative.

J? f(x)dx
1=-3
F(x) = —xe™.

égalea0,5(e-1).

I=3In(2)

égalea0,5(1 -e).



Preparer le BAC

CONTINU

Estimer une intégrale

Estimer les intégrales suivantes.

Syode
a)j;xdx b)j13(2t+1)dt C)sz(—y+3)dy§p.143

Estimer une intégrale
Dans le plan muni d'un
repére orthogonal, on s'inté-
resse a la courbe représenta-
tive d'une fonction f. D'apres
ce graphique, dire quel enca-

X

TIRERER.

4
drement de | = J_ f(t)dt on
peut donner :

[alo</I<5

[bl7<1=<12

[cls=<1=<7.

Calcul d’intégrale
Soit la fonction f: x+> 3x% - 6x— 4.

1. Vérifier que F : x+—> x3 — 3x2 — 4x est une primitive de f.
Jhode

s 3 PRI

2. En déduire la valeur de _[if(x)dx

Estimer une intégrale

Donner une interprétation géométrique de l'intégrale

11 .
J. ——dx puis en calculer une valeur exacte.
Ox+1 $50de

s 1 PRI

Calcul d’aire

On considere la fonction f définie sur [-2 ; 0] par :
f(x) = -2xe™"

1. Vérifier le signe de f(x) sur [-2; O].

2. En déduire I'aire entre I'axe des abscisses oot

et la courbe de la fonction sur cet intervalle. =Bl p. 147

Calcul d’intégrale

Déterminer l'aire de chaque surface proposée.
y
Y

y=x*+2x7-3x +3
Y= +3)

Calcul d’aire

Calculer I'aire de chaque surface colorée.
a)

J5ode
s 7 PR

21

Y=x2+3x-1

Y=2x+1

Calcul d'aire

On considere la fonction f définie sur [-1; 0] par :
flx) = 2xe*.

1. Déterminer la dérivée de fsur [-1; 0].

0
2. En déduire lavaleurde | = L(Zx + 2)e* dx.

3. Justifier pourquoi / correspond a l'aire
sous la courbe de la fonction x — (2x + 2)e*  yode
sur[-1; 0. s 6 R,

Résoudre un probléeme

On désigne par f la fonction définie sur [0 ; 5] par

fix) =1 -x+ 2 In(x). La courbe 6 est la représentation
graphique de fdans un repere orthogonal (unités : 2 cm
sur I'axe des abscisses et 5 cm sur I'axe des ordonnées).

04+
02+

0l 0,5
-0,2+

0,4+

1. Calculer la limite de fen 0.

2. Calculer f(x)et étudier les variations de f. Dresser le
tableau des variations de f.

3. a) Calculer f(1).

b) Justifier que I'équation f(x) = 0 admet sur [3 ; 4] une
solution unique o puis donner une valeur approchée a
1072 prés par défaut de o.

¢) En déduire le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

4. 0n appelle g la fonction définie sur10; 5] par :

glx)= x(—%x +2 In(x)-1/.

a) Montrer que g est une primitive de fsur]0; 5.
b) Sur le graphique ci-dessus, on considére le domaine
limité par I'axe des abscisses et la partie de la courbe €
située au-dessus de cet axe. Montrer que l'aire s{ de ce
domaine est égale en unités d'aire, a g(o) — g(1).
c) Calculer une valeur approchée de l'aire o4 exprimée en

cm? (On utilisera la valeur approchée de o trouvée au 3. b).
D’aprés bac ES 2006

J5ode
Mp w7
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5" Probabilites
et statistiques

Jacques Bernoulli Antoine Deparcieux
(1654-1705) (1703-1768)

Au début du xixe siécle,

la statistique inférentielle
émerge du fait, notamment, de
'approche probabiliste de la
théorie des erreurs de Lagrange
et Laplace et de la méthode

1 \ des moindres carrés imaginée
€n 1713, Jacques Bernoulli €n 1746, Deparcieux présente par Leger)dre |?uis par payss,
publie son Ars Conjectandi ot son Essai sur les probabilités qui 'applique a la prediction
il approfondit des travaux de de la durée de vie humaine de la position d'un astéroide.
Huygens. Il y étudie pour la ol on trouve certaines 4 Dicomaths Jilras[3
premiére fois la distribution des premiéres tables
binomiale et la loi des grands de mortalité, servant aux
nombres. compagnies d’assurance-vie.

g Dicomaths Jue2:lT v [ITTEE p. 295

Mon parcours au lycée

© ©

Dans les classes précédentes En Terminale générale

e J'ai calculé des probabilités dans e Je vais étudier le schéma de Bernoulli,

des cas simples, des probabilités la loi binomiale ainsi que la loi

conditionnelles et des probabilités de géométrique. Je vais découvrir les lois

deux événements indépendants. uniforme et exponentielle.

e J'ai étudié la notion de variable * Je vais également modéliser des

aléatoire ainsi que ses paramétres : situations par un nuage de points et

espérance, variance et écart-type. appliquer la méthode de la régression
linéaire.



Adolphe Quételet

A
Dans les années 1830,
Quételet introduit des
méthodes statistiques
en sociologie et
étudie la distribution
de données autour de
la moyenne.

Domaines profess

Chapitre’ | Loisdiscrétes......................cooiiiiiiiiiiiii, p. 164
Chapitre :' Lois de probabilitée adensité.................................. p. 194
Chapitre | Statistiques a deux variables................................. p. 220

Irénée Jules Bienaymeé
(1796-1878)
Pafnouti Tchebychev
(1821-1894)

A A

€n 1867, Bienaymé et Tchebychev
démontrent l'inégalité de Bienaymeé-
Tchebychev et parlent de fréquences
d’'échantillons.

> [ITTIETE p. 294, p. 297

onnels

Karl Pearson William Gosset
(1857-1936) (1876-1937)

A A Y <
Au début du xx° siécle, Pearson s’intéresse
a la notion de corrélation entre variable
(coefficient de corrélation), développe le test
du X2 et applique les méthodes statistiques
a la biomédecine. Le travail de Pearson sera
poursuivi par Student (de son vrai nom Gosset]
et Fisher, a l'origine du test de Student-Fisher.

> [IETIETA p. 296, p. 297

Un-e créateur-trice de jeux se servira de la loi binomiale pour déterminer la probabilité

qu’un joueur gagne un certain nombre de parties parmi parties jouées.

Un-e ingénieur-e concevra des tests pour vérifier la fiabilité d’'une machine automatique.

Un-e controleur-se de qualité utilisera le test de Student afin de vérifier

la production de son entreprise.

Un-e géologue datera un échantillon radioactif au moyen de la loi exponentielle.

Un médecin étudiera la pertinence d’un protocole de traitement.

Un-e statisticien-ne dans une cabinet d'études fera des prévisions concernant

le chiffre d’affaires d’un établissement.




ans cet extrait de I'émission

Défis Cobayes les candidats
sont interrogés sur la répartition
des billes dans cet étrange instrument
qu'est la planche de Galton!

Comment expliquer la répartition
des billes dans les réceptacles ?

p.190

© VIDEO WEB

La planche de Galton
lienmini.fr/maths-c07-01




[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

onminifymathecor0z DE2SAMAath

Utiliser un arbre pondéré
Dans un supermarché,

22 % des paiements se font

a la caisse automatique dont

74 % correspondent a des

courses de moins de dix articles.

Pour les paiements en caisse non ‘
automatique, 11 % correspondent a

des courses de moins de dix articles.

Pour un paiement effectué

dans ce magasin, on considére les événements :

¢ A: « Le paiement a été fait en caisse automatique ».
¢ M: « Le paiement correspond a des courses

de moins de dix articles ».

1. Recopier et compléter l'arbre ci-contre
représentant la situation.

2. a) Calculer p(A N M) puis p(M).

b) En déduire p;,(A).

Représenter une succession

de deux épreuves indépendantes

On considere I'expérience aléatoire consistant a lancer un dé équilibré

a quatre faces numérotées de 1 a 4 puis une piéece équilibrée a PILE ou FACE .
1. Représenter cette succession de deux épreuves indépendantes

par un arbre ou un tableau.

2. Déterminer la probabilité que le résultat du dé soit inférieur ou égal a 3

et que la piece tombe sur PILE .

Modéliser par une variable aléatoire =

Un jeu de grattage cotant 1 € rapporte : w“
¢ 100 € avec une probabilité 0,005, e
* 20 € avec une probabilité 0,01, NG s
« 5 € avec une probabilité 0,02, S

¢ 1 € avec une probabilité 0,1.

¢ 0 € avec une probabilité 0,865.

On considere la variable aléatoire G donnant
le gain algébrique a ce jeu (en tenant compte du prix du ticket).
1. Donner la loi de probabilité de G sous forme de tableau.

2. a) Calculer « a la main » E(G), I'espérance de G.

b) Déterminer a la calculatrice 6(G), I'écart-type de G.

c) Ce jeu est-il équitable ?

3. Calculer p(G = 15).

i :
ML T

Interpréter une espérance

Le gain algébrique (en euros) a un jeu est modélisé par une variable aléatoire X
dont I'espérance est E(X) =-0,01.

Quelle somme d’argent peut-on approximativement s'attendre a perdre :

a) si on joue 100 fois a ce jeu ? b) si on joue 1000 fois a ce jeu ?

7 - Lois discrétes 165
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Y
20§ min

n Loi uniforme discréete

1. On considere la variable aléatoire Q donnant le nombre obtenu lorsque
I'on lance un dé équilibré a quatre faces numérotées de 1 a 4.

Dresser le tableau donnant la loi de probabilité de Q puis déterminer
l'espérance de Q.

2. Reprendre la question précédente avec la variable aléatoire H donnant
le nombre obtenu lorsque l'on lance un dé équilibré a huit faces numérotées de 1 a 8.

3. Pour n € N, on dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur{1;2;...; n}
si X prend pour valeurs les n entiers 1, 2, ..., n de maniére équiprobable.

a) Quelle est la probabilité de I'événement X = k pour k entier entre 1 etn ?
b) D'apres les questions 1. et 2., que peut-on conjecturer pour expression de E(X) en fonctionden ?
c) Démontrer cette conjecture.

I‘ @!Emb@m@ Rappeler la formule de Premiere permettant de calculer 1 +2 + ... + n.

“» Cours 1p. 170

~

J

ﬂ Deéecouvrir les schemas de Bernoulli

Le basketteur Lebron James a les taux de réussite suivants :
* 54,8 % au tir a deux points,
* 34,3 % au tir a trois points.

1. Lors d’'un match, le temps restant ne laisse que quatre possessions
du ballon a son équipe. Lebron James compte tirer quatre fois.
Intuitivement, quel type de tir doit-il choisir pour maximiser

ses chances de marquer au moins 6 points en quatre tirs du méme type
(a deux ou trois points) ?

2. On considére que Lebron James choisit de faire quatre tirs
a deux points.

a) Justifier que chacun de ces tirs est une épreuve de Bernoulli.
Préciser la probabilité d'un succes.

b) On suppose les quatre tirs indépendants.
Représenter la situation par un arbre.

c) Déterminer la probabilité qu’il mette au moins trois paniers
sur ces quatre tirs.

3. On considére que Lebron James choisit de faire quatre tirs

a trois points.

a) Reprendre les questions 2. a) et b) pour cette nouvelle succession d'épreuves.
b) Déterminer la probabilité qu'il mette au moins deux paniers sur ses quatre tirs.

4. Reprendre la question 1. a l'aide des questions 2. et 3.

Y
25§ min

“» Cours 3 p. 172
J




.
20gmin
- (3 L[]
Découvrir les kparmin
1. Représenter un schéma de Bernoulli correspondant a 3 répétitions d'une épreuve de Bernoulli de parametre p.
n
2. Pour n et k entiers naturels avec 0 < k < n, le nombre [kj’ se lit « k parmi n », est le nombre de facons

d'obtenir k succés dans un schéma de Bernoulli de taille n (correspondant a n répétitions).

a) En utilisant I'arbre précédent, déterminer [Z} (13} G) et @j

n
b) Vérifier avec la calculatrice sachant que (k] s'écrit:

e n Ckavecla TI-83 Premium CE ou C s'obtient avec la touche El puis menu PROB puis Combinaison,
e n C k avec la CASIO GRAPH90+E ou C s'obtient avec la touche puis le menu PROB,

« binomial(n,k) avec la NUMWORKS ou binomial s'obtient avec la touche (" ) puis le menu Dénombrement.
= Cours 4 p. 172

\_
| /
20‘3 min
- . L3 \
/A Deécouvrir le triangle de Pascal a0l 1]2]3]4]s
1

R n n 0
1.SoitnEN.Justifierque( )=1et[0]=1. 1
n 2
I‘ @EI!E)GBEGI!@ Revenir a la définition de « n parmi n » et « 0 parmi n ». 3
4
2. On souhaite compléter le tableau ci-contre appelé triangle de Pascal dans lequel >

. . n . R . 3
on inscrit les (k] Par exemple, la case jaune, correspondant a n = 3 et k = 2, contiendra la valeur de( j
2

Recopier le triangle de Pascal vide puis, en utilisant la question 1., compléter sa premiére colonne et sa diagonale.

-1 -1
3. 0n admet que pour tout entier k entre 1 et n, on a la formule [: J + [nk ] = [D

2 1 1 2
a) Exprimer [J en fonction de (O] et (J puis inscrire la valeur de (J a sa place dans le triangle.

3
b) Calculer (J puis l'inscrire a sa place dans le triangle.

c) Finir de compléter le triangle de Pascal pour n entier entre 3 et 5.

“» Cours & p. 172
J

'0
Probleme ouvert 10 min m

B Travailler avec la loi binomiale

On considere la variable aléatoire X donnant le nombre de 1 obtenus lorsque I'on lance 8 fois un dé équilibré
a quatre faces numérotées de 1 a 4.

Déterminer p(X = 2).

l‘ GBI Combien de branches de I'arbre associé a cette répétition d'expériences correspondent
a 2 succes et quelles sont les pondérations présentes sur chaque branche ?

\_ “» Cours 5 p. 174 )

7 - Lois discrétes
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Déterminer directement p(X = k
avec la calculatrice pour la loi B(n; p)

1. On souhaite calculer la probabilité p(X = 3) ou X suit la loi (11 ; 0,4).

Suivre les consignes ci-dessous selon votre modéle de calculatrice.

TI-83 Premium CE .

CASIO GRAPH 90+E

Etape 1
On accéde au menu distrib en

appuyant successivement sur les
ity
touches m puis | var |.

Etape 2
On sélectionne A:binomFdp( dans
le menu suivant.

IE3IN DESSIN
9TMFFder(
0:FFRer(
A:binomFdr(
B:binomFRep(

Etape 3
On obtient le menu suivant.

nbreEssais:11
P:0.4
valeur de x:3
Coller

dans lequel, on rentre dans l'ordre
n (ici 11), p (ici 0.4) et k (ici 3) puis
on valide en sélectionnant Coller.

Etape4

binomFdp(11,0.4,3) est affiché a

I'écran, on le valide avec la touche
pour afficher la probabilité

p(X=3)=0,177 cherchée.

Etape 1
Dans le menu de base Exe-Mat, on

appuie sur la touche puis on

sélectionne STAT avec F5 puis DIST
avec F3 puis BINOMIAL avec F5.

Etape 2
On sélectionne alors Bpd ce qui

engendre I'affichage de BinomialPD(
al'écran.

Etape 3

On compléte cette ligne avec dans
l'ordre k (ici 3), n (ici 11) et p (ici 0.4)
séparés par des virgules (obtenues

avec la touche | * |) puis on

ferme la parenthese de sorte que
I'on obtienne BinomialPD(3,11,0.4)

puis on valide avec la touche @

pour afficher la probabilité

p(X=3)=0,177 cherchée.

NUMWORKS =

Etape 1

On appuie sur D et on choisit
Probabilités.

Etape 2
On sélectionne ensuite Binomiale :

Binomiale
Etape 3

On regle les valeurs de n (ici 11) et
p (ici 0.4) puis on valide Suivant :

n 11
P 0.4
Suivant
Etape 4

Avec les fleches, on se déplace sur
la courbe a gauche et on fait appa-

raitre le menu déroulant avec | Exe | :
P(X$SO )= 0.00362797

1] 2 H 6 8 18

puis on sélectionne le dernier picto-
gramme et on valide.

Etape 5
On saisit k (ici 3) apres le = de sorte
d'obtenir :

P(X=3 )= 0.1773674

2. Calculer les probabilités p(Y = 10) et p(Z = 17) pour Y suivant la loi %(53 ; 0,2) et Z suivant la loi %(40 ; 0,32).

“» Cours 5p. 174

| 2

J




|
= .
TICE __ 5 _min

74 Déterminer directement p(X < k)
avec la calculatrice pour la loi B(n; p)

1. On souhaite calculer la probabilité p(X =< 5) ou X suit la loi (11 ; 0,4).
Suivre les consignes ci-dessous selon le modéle de calculatrice.

NUMWORKS =

TI-83 Premium CE CASIO GRAPH 90 +E

Reprendre la méthode vue dans | Reprendre la méthode vue dans | Reprendre la méthode vue dans
I'activité précédente sauf a I'étape 2, | I'activité précédente sauf al'étape 2, | I'activité précédente sauf al'étape 4

ou 'on choisit BibinomFRép plutét | ou l'on choisit Bed plutdét que Bpd. | oy 'on choisit plutdt que
que A:binomFdp. On obtient donc

On obtient donc BinomialCD(5,11,0.4) a |'étape 3 "

binomFRép(11,0.4,5) a 'étape 4 | qui donne environ 0,753. On obtient donc

qui donne environ 0,753. P(X< 5 )= ©.7534981

2. Calculer les probabilités p(Y < 22) et p(Z < 56) pour Y suivant la loi (30 ; 0,85) et Z suivant la loi 93(100; 0,5).

(CRemarque La calculatrice NUMWORKS, permet de calculer des probabilités d'autres types que p(X = k) et p(X < k)

(par exemple p(a< X <Vb)). oode

Pour les calculatrices Tl et CASIO, se reporter a Ea p.175 pour voir comment faire dans les autres cas.

= Cours 5p. 174

J
Y
n Découvrir la loi geomeétrique

On considére I'expérience aléatoire consistant a lancer un dé équilibré a six faces
numérotées de 1 a 6.

On appelle L la variable aléatoire donnant le nombre de lancers effectués jusqu’a ce que
I'on obtienne 6.

1. a) Essayer de tracer un arbre représentant cette succession d'expériences.
Pourquoi n'est-ce pas possible ?

b) Tracer le début de cet arbre pour les quatre premiers lancers.

2.a) Déterminerp(L=1),p(L=2), p(L=3) et p(L =4).

b) Pour k € N*, donner I'expression de p(L = k) en fonction de k.

\

3. a) Compléter les pointillés dans l'instruction K=[k for k in range(...)]

afin que la liste K contienne les entiers k entre 1 a 25.

b) Compléter les pointillés dans l'instruction P=[ (1/6) * (5/6) **. .. for k ...]

afin que la liste P contienne p(L = k) pour tous les entiers k entre 1 a 25 (dans l'ordre des k croissants).

¢) Ecrire un programme Python " dans lequel on définit les listes K et P précédentes sur les deux premiéeres
lignes puis on écrit les trois lignes ci-dessous :

import matplotlib.pylot as plt
plt.bar (K,P)
plot.show()

Ce programme affiche le diagramme en barres associé a la variable aléatoire L.

d) Exécuter ensuite le programme et dire a quelle fonction I'allure de ce diagramme fait penser.
\_ > Cours 7 p. 178)
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Cours

o Loi uniformesur{1;2;...; n}
Loi uniforme sur{1;2;...;n}

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur {1; 2; ... ; n} si elle prend pour valeurs les entiersde 1an

de maniére équiprobable, c’est-a-dire si p(X = k) = — pour tout k entier entre 1 et n.
n

(CRemarque Dans ce cas, X prend des valeurs isolées (ici des entiers), on dit que X suit une loi discréte. Les autres
lois étudiées dans ce chapitre (loi de Bernoulli, binomiale et géométrique) sont également des lois discretes.

Espérance et variance de la loi uniforme sur{1;2;...; n}

2 _ 2_1
Pour X suivant la loi uniforme sur{1;2;...;n},ona: -E(X)=nT+1 -V(X)=n1—21 °eo(X)= n12

¢ Exemple On lance un dé équilibré a huit faces numérotées de 1 a 8 et on considére
la variable aléatoire X donnant le résultat obtenu. X suit la loi uniforme sur{1;2;3;4;5;6;7;8}.

, 1+8 i 82-1 21
Son espérance est E(X) = 5 = 4,5et sa variance est V(X) = = 7

® Démonstration

Démonstration T
5

lienmini.fr/maths-c07-03

= Activite 1 p. 166

e Epreuve et loi de Bernoulli

Epreuve de Bernoulli

Une expérience aléatoire a deux issues, succés (noté S) et échec (noté S ou E), est dite épreuve de Bernoulli.

L'expérience consistant a tirer un ticket dans I'urne et a regarder s'il est gagnant ou non est une épreuve

I Exemple Une urne contient des tickets gagnants ou perdants.
de Bernoulli (un ticket gagnant correspondant a un succes) car il y a deux issues.

Loi de Bernoulli

Soitp €]0; 1[. La loi de la variable aléatoire X donnée ci-contre est appelée % 0 !
loi de Bernoulli de paramétre p, ce qui se note %B(p). pX=x) 1-p p
Espérance, variance et écart-type suivant la loi de Bernoulli
Pour X suivantlaloi®B(p),ona: <EX)=p <V(X)=p(1-p) ec(X)=.p(1-p)
® Démonstration
Chvan)
Démonstration y §
lienmini fr/maths-c07-04  [i]
) Exercice 43 p. 184
¢ Exemple On lance une piece truquée de sorte que la probabilité d'obtenir PILE
est 0,1 et on regarde le nombre de PILE obtenus (0 ou 1). X suit la loi donnée dans x 0 1
le tableau ci-contre, c’'est-a-dire la loi de Bernoulli de parameétre 0,1. i
Son espérance est donc E(X) = 0,1 et son écart-type 6(X) = ,/0,1x 0,9 = 0,3, pX=x) | 09 | 01
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Exercices
Sode

§n Identifier et utiliser la loi uniforme sur{1;2;...; n}

Enoncé

Lorsqu’il emprunte des livres a la bibliotheque, Mathieu en emprunte 1, 2, 3, 4 ou 5 avec la méme probabilité.
On appelle L la variable aléatoire donnant le nombre de livres empruntés par Mathieu quand il va a la bibliotheque.

1. Quelle loi suit L ? 2. En déduire E(L). 3. Déterminer p(L = 4).

jl Solution ORI Conseils & Méthodes IR

1. L prend de maniére équiprobable toutes les valeurs entiéres
entre 1 et 5 donc L suit la loi uniforme sur {1;2;3;4; 5}. ﬂ
1+5

Les valeurs possibles sont de la forme
{1;2;...; 5} et sont équiprobables.

®ecc00000000000e

2. F(L)=—==3 ﬂ On applique la formule de I'espérance.
2 1 .
L5 4)=p(L=4)+ p(L=5) 1 1 2 p(L=k)= 3 pour tout entier k entre 1 et 5.
3. = = = Ee = =—4+—=—,
Pl 2 2 57575 R
Dans un groupe de six amies, deux ont 1 frere, deux ﬂ Pour son jeu de réle, Gani utilise un dé équilibré
ont 2 fréres et deux ont 3 fréres. a vingt faces numérotées de 1 a 20.
On choisit une de ces amies au hasard et on considére 1.Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire D donnant
la variable aléatoire F donnant son nombre de frére(s). le résultat d'un lancer ?
. . - 2. Calculer la probabilité d'obtenir une réussite critique,
1. Justifier que F suit une loi uniforme. ™ ,
c'est-a-dire un 20, lors d'un lancer.
< . -
2. Caleuler p(F < 2). ) Exercices 34 a 37 p. 184
S0de
Eﬂ Identifier et utiliser la loi de Bernoulli
Enoncé

Dans un lycée, il y a 11 professeurs de mathématiques parmi les 100 professeurs. On tire au sort un professeur parmi
ces 100 et on considere la variable aléatoire M donnant le nombre de professeurs de mathématiques obtenu (0 ou 1).

1. Justifier que M suit une loi de Bernoulli et donner son paramet.r?.p... B Conseils & Méthodes  [NNRNRERNNS
2. Donner l'espérance de M. ‘

B

1. M peut étre égal a 1 avec une probabilité % =0,1Toua0

ﬂ On énonce que M prend comme valeurs 0 ou 1
etp=pM=1).

ﬂ On applique la formule du cours.

®escccccccce

®00000000000000000000000000000000000000000000000 0

avec une probabilité 0,89 donc M suit une loi de Bernoulli et son paramétre estp = 0,11. ﬂ
2EM)=p=011.

A vous de jouer ! |,

E] Soit la variable aléatoire R donnant le nombre de n X suit la loi 93(0,2).
boules roses obtenues (0 ou 1) lorsque l'on tire une boule 1. Donner p(X = 0) et p(X = 2).

dans une urne contenant 10 boules roses et 5 boules vertes. , .
2. Déterminer E(X).

. : o2
1. Justifier que R suit la loi %(EJ %> Exercices 413 42 p. 184

2. Combien faut-il ajouter de boules vertes dans l'urne

pour que R suive la loi %[%j ?

7 - Lois discrétes
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e Schema de Bernoulli

Schéma de Bernoulli

La répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes est un schéma de Bernoulli de taille n.

¢ Exemple On lance deux fois successivement une piece de monnaie non

0,4 P

équilibrée dont la probabilité d’un succes « tomber sur PILE » est 0,4. p <
o e . ) 04

e Les lancers sont indépendants et on réalise bien une succession de 2 épreuves 0,6 F
de Bernoulli identiques donc cette succession d'épreuves est un schéma de
Bernoulli que I'on peut représenter par l'arbre ci-contre. 04 P
* La probabilité d'obtenir un PILE sur ces deux lancers est donc 06 F <
04x06+06x04=0/48. 0,6 F

0 Coefficients binomiaux et triangle de Pascal

LMY Coefficients binomiaux

. . o . . n . . .
Pour n et k entiers naturels avec 0 < k < n, le coefficient binomial [k} qui se lit « k parmi n », est le nombre

0
de facons d'obtenir k succes dans un schéma de Bernoulli de taille n # 0 et par convention, (0] =1lo

Exemple Dans le schéma de Bernoulli de taille n = 2 de I'exemple précédent, il y a 2 fagcons d'obtenir

2
1 succes (« tomber sur PILE ») : PILE-FACE ou FACE-PILE. Ainsi, [J =2

(CRemarque Concretement, k parmi n s'obtient a l'aide de la calculatrice ou du triangle de Pascal (voir
la propriété et I'exemple ci-dessous) dés que l'on ne peut plus faire d’arbre (a partir de n > 4).

UIEGEN I Propriétés des coefficients binomiaux

n n n-1
Pour n et k entiers naturelsavec 1 <k <n,ona: -[0J=1 -[ j=1 .(k 1]4.
n -

e )6)

¢ Exemple Ces propriétés permettent de tracer le triangle de Pascal.

n
o [Oj =Tassure que la premiére colonne ne contient que des 1, o1

—
—i
—i

n
o [ j = Tassure que la diagonale ne contient que des 1,
n

n-1 n-1 n
. [ ) + ( ] = ( j permet de déterminer n'importe
k-1 k k

nu|i b W|IN
= || ==
=S
v | =
=

quel coefficient binomial a partir de deux connus auparavant.

5\ (4) (4
Par exemple, pourn=5etk=2,0na (2)=(J+[2}=4+6=10.

OWEGIER TSN Propriété de symétrie des coefficients binomiaux

. n n
Pour n et k entiers naturelsavecO<k<n,ona: [ kj = [kj
n -

4 4 4
T Exemple Pourn=4etk=3,on constate bien que (3] =4et [4 :J = [Jz 4 également.
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20de
<)
2 Identifier, représenter et utiliser un schéma de Bernoulli

Enoncé

Gloria a remarqué que quand une personne entre dans sa librairie, la probabilité qu’elle achéte un livre est 0,67.
On admet que les achats des clients sont indépendants les uns des autres. Quatre personnes entrent de facon
successive dans la librairie. On s'intéresse au fait qu’elles achétent un livre ou non.

1. Justifier que I'on peut associer la situation de I'énoncé a un schéma de Bernoulli dont on précisera n, le nombre
de répétitions, et p, la probabilité d'un succes.

2. Représenter ce schéma de Bernoulli par un arbre.

3. Calculer la probabilité qu’une seule des quatre personnes achéte un livre.

jl Solution I

1. En considérant que I'achat d'un livre par le client est un succ‘esCF, on réalise n = 4 fois, de maniére indépendante,
la méme expérience de Bernoulli [P pour laquelle la probabilité d'un succes (S) est p = 0,67 donc cette situation correspond
bien a un schéma de Bernoulliavecn =4 et p = 0,67.

2.
0,67 S -------------- conseils & MéthOdes ..............
067~ S—_ . : : e . ]
0,33 : ﬂ On associe le succes a I'événement qui nous 3
s 067 _ s E intéresse (ici, « le client achete ») de sorte que I'on
0,67 0,33 E < . aitaffaire a une expérience a deux issues, succés S
) 033 — E ¢ etéchecE(ouS). 3
067 _ g ﬂ Pour justifier qu’'une succession d'expériences
067 033 0,67 S < E : " estun schéma de Bernoulli, il y a trois arguments ¢
’ ’ s 0,33 : adonner: 3
0.33 067 _ s ¢ (D toutes les réalisations sont indépendantes.
e ﬁ E* 4 @ I'expérience réalisée est la méme.
067 _ s ¢ (®clestune épreuve de Bernoulli.
0,67 S < E ﬂ Dans l'arbre, les sous-arbres partant d'un méme
S 033 - " "nceud sont identiques et correspondent
033 067 067 _ g :  alarbre représentant I'épreuve de Bernoulli 3
b ) 0,33 E < £ : (avec les pondérations 0,67 et 0,33 ici). p
E 033 Identifier les chemins associés au nombre
. % S . “desuccés souhaité et appliquer les méthodes p
0,33 0,67 033 — E* © de calculs de Premiere dans l'arbre.
E 4 ® 0 000000000000000000000000000000000000000000000000 0 )
0,67
033 =

|

033 E ﬂ

3. On cherche p(X = 1) = 0,67 x 0,333 + 0,33 x 0,67 X 0,332 + 0,332 x 0,67 X 0,33 + 0,333 x 0,67 = 0,096. u

A vous de jouer ! |,

E On lance 3 fois successivement une piéce truquée
de sorte que la probabilité d'obtenir PILE est 0,75 et on
s'intéresse au nombre de PILE obtenus.

ﬂ Sylvain joue 3 fois de suite a un jeu vidéo sur son
téléphone pour lequel sa probabilité de succes est 0,1.

1. Quelle hypothése doit-on faire sur chaque partie
pour que ces 3 parties soient assimilables a un schéma
de Bernoulli ?

1. Justifier que I'on peut associer la situation de I'énoncé
a un schéma de Bernoulli dont on précisera n le nombre

de répétitions et p, la probabilité d’'un succes. 2. Quelle est la probabilité qu'il perde ces 3 parties ?

2. Représenter ce schéma de Bernoulli par un arbre.

3. Calculer la probabilité d'obtenir exactement une fois

) Exercices 44 a 46 p. 185
PILE.
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Cours

9 Loi binomiale

PENNEIE Loi binomiale
Soitn € N" etp €10; 1[. On considére le schéma de Bernoulli pour lequel n est le nombre de répétitions

et p la probabilité d'un succés. La loi de la variable aléatoire donnant le nombre de succes sur les n
répétitions est appelée loi binomiale de parameétres n et p et se note %B(n ; p).

¢ Exemple On reprend I'exemple de la page précédente ol I'on lance deux fois successivement une piece de
monnaie non équilibrée dont la probabilité de tomber sur PILE est 0,4.

* On a vu que cette répétition d'épreuves est un schéma de Bernoulli donc la variable aléatoire X donnant
le nombre de succes, c'est-a-dire le nombre de PILE obtenus, suit la loi binomiale de paramétres n =2

et p =0,4. On peut noter plus simplement « X suit la loi (2 ; 0,4) ».

 Par exemple, la probabilité d'obtenir 1 PILE est p(X=1)=0,4 X 0,6 + 0,6 X 0,4 =0,48.

WA EL ] Probabilités et loi binomiale

Soit X une variable aléatoire suivant la loi &(n ; p).

n
Pour tout entier k dans entre 0 etn,on a p(X=k) = [kJ x pk x (1- p)n*

2
T Exemple Dans l'exemple précédent, on retrouve p(X=1) :(J x0,4' x0,62°1=2x0,4x0,6=0,48.

CRemarque Pour calculer des probabilités avec la loi binomiale, on peut utiliser la formule précédente ou
utiliser les fonctions avancées de la calculatrice.

HOEGEL T Espérance, variance et écart-type suivant la loi binomiale
Pour X suivantlaloi ®(n;p),ona: <EX)=np <V(X)=np(1-p) <o(X)=,/np(1-p)

Exemple La variable aléatoire X suivant la loi %3(20 ; 0,6) a pour espérance
E(X) =20x0,6 = 12, pour variance V(X) = 20 x 0,6 X 0,4 = 4,8 et pour écart-type 6(X) =/4,8 = 2,19.

Démonstration

Démonstration
lienmini.fr/maths-c07-06

Y Apprendre a demontrer p. 182

Forme du diagramme en barres associé

Pour X suivant la loi B(n ; p), le diagramme en barres associé a X est en forme de cloche,
approximativement centré sur son espérance E(X).

¢ Exemple On donne ci-contre le diagramme en barres p(X=k) :
associé a la loi %(20; 0,6) d'espérance 12. 0,154
Par exemple, pour k=10, la hauteur de la barre 0101
estp(X=10)=0,12. ’ '
On constate bien que le diagramme est en forme 0,054
de cloche et approximativement centré par rapport
a la droite d'équation x = 12 tracée en pointillés. 0 DT 34t 678 091011121314151617181920
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2ode
Q)
23 Reconnaitre la loi binomiale et calculer une probabilité de la forme p(X = k]

----- 0000000000000 000000000000000000000000 ecccoe eececccc0ccc0ccccce eccece ese8c0ccccc’

Enoncé

Une urne contient 9 boules rouges et 1 boule verte. On y tire 11 boules avec remise et on considéere

la variable aléatoire V donnant le nombre de boules vertes obtenues. B Conseils & Méthodes SO
1.Donner la loi de V.

2. Calculerp(V=2).

il Solution |

1. En considérant que I'obtention d'une boule verte est un succes, V donne

ﬂ La justification est la méme
que pour un schéma de
Bernoulli en précisant que V
donne le nombre de succes.

ﬂ La probabilité d'un succés est
1
=— =0,1.
P 10

On utilise la formule du cours

ou la calculatrice.
“» Activités 6 p. 168 et 7 p. 169

0000000000000 000000s00ssccsccssce’

le nombre de succés quand on réalise n = 11 fois, de maniére indépendante,
la méme expérience de Bernoulli ﬂ dont la probabilité d'un succes est p = 0,1 ﬂ
donc Vsuit laloi (11 ; 0,1).

0000000000000 00000000000000000°

11
2.p(V = 2)=(2Jx0,12 x(1-0,1)""-2 =55% 0,12 x 0,97 = 0,21. F

A vous de jouer ! |,

e% 00000 cc00cc0000000000000 0000,

On lance 20 fois une piéce équilibrée et on considere n On tire 15 cartes avec remise dans un jeu de 52 cartes
la variable aléatoire X qui donne le nombre de FACE et on considere la variable aléatoire T qui donne le nombre
obtenus. de « tréfle » obtenus.

1. Justifier que X suit une loi binomiale. 1. Justifier que T suit une loi binomiale.

2. Calculerp(X=11). 2. Calculer p(T=5).

) Exercices 51 a 52 p. 185

2Node
ogeg = o g o o [ )
=fB calcuter des probabilités avec la loi binomiale
Enoncé

Pour la variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de parameétres n = 50 et p = 0,23, calculer :
a)p(X<12) b) p(X = 4) p(5<X=<38)

(CRemarque Les calculatrices de lycée permettent de calculer des probabilités de la forme p(X = k) et p(X < k) (ainsi
que p(X = k) et p(k < X < k') pour la NUMWORKS) mais il faut pouvoir calculer tous types de probabilités avec la loi
binomiale.

N solution § UM Conseils & Méthodes IR

a) p(X < 12) = p(X < 11) = 0,512. ﬂ ﬂX prend des valeurs entieres : les événements
X <12etX = 11sontdoncidentiques.

EXB 4 est I'événement contraire de X < 3.
ﬂOna0;...;4;5;6;7;8;9;...;50
A A

b)p(X=4)=p(X <3) = 1-p(X < 3)~0,999. ﬂ
)pb <X<8)=p(6<=X=<8)=p(X=<28) -p(X=<5)=0,14. ﬂ

On peut aussi remarquer que
p(5 <X=<8)=p(X=6)+pX=7)+p(X=8)=~0,14.

X<5 5<X<8
doncp(5 <X=<8)estégalap(X<28)-pX=5).

0000000000000 00000000000000000000000000000000 o°

e®000000000000000000 0
e0000c000000000000 00

A vous de jouer ! |,

@ On considére la variable aléatoire X qui suit la loi m On considere la variable aléatoire Y qui suit la loi
%(20;0,36). 9%(30;0,85).

1. Calculer p(X > 6). 1. Calculer p(Y < 24).

2. Calculerp(3 =X <12). 2. Calculerp(21 <Y < 25).

&) Exercices 53 a 56 p. 185
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e Intervalles de fluctuation et loi binomiale

Intervalle de fluctuation

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale etunréela €10; 1[.

Un intervalle [a; b] (avec a et b réels) tel que p(a < X < b) = 1 - a. est appelé intervalle de fluctuation
au seuil de 1 - o (ou au risque ) associé a X.

Intervalle de fluctuation « a gauche », « a droite » et « centré »

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale et un réel x €10; 11.
@ Lintervalle [0 ; b] ou b est le plus petit entier tel que p(X < b) = 1 - o est un intervalle de fluctuation
«a gauche » au seuil de 1 - aassocié a X.

@ Lintervalle [a; n] ou a est le plus petit entier tel que p(X < a) > o et ol n est le nombre de répétitions
associé a X est un intervalle de fluctuation « a droite » au seuil de 1 - associé a X.

() Lintervalle [a; b] ot a et b sont les plus petits entiers vérifiant respectivement p(X < a) > 5

etpX<b)=1- %est un intervalle de fluctuation centré (ou bilatéral) au seuil de 1 - a.

CRemarque Les propriétés @ et @ précédentes donnent les plus petits intervalles de fluctuation associés a
Xrespectivement de la forme [0; b] et [a; n].

9 Exemples pX=K) ;
On considére une variable aléatoire X suivant 0151
la loi (43 ; 0,2) et o= 0,05 (donc 1 - 0= 0,95). pX=13)=055 ipX=14)=< 0,05
®ona: 0,10- 5
p(X < 12) = 0,927 doncp(X < 12) < 0,95 ;
etp(X < 13)=0,964 doncp(X < 13) = 0,95. 0.05 4 5
Ainsi [0; 13] est un intervalle de fluctuation au
seuilde 1-0.=0,95 associé a X: 0l :

on est sdr, a au moins 95 %, qu'il N’y aura pas 0
plus de 13 succés sur les 43 répétitions.

p(X = Ky

0,151

on est sdr, a au moins 95 %, qu'il N’y aura pas
moins de 4 succés sur les 43 répétitions.

@ona: (X<3)=<005 E (X = 4)= 095
p(X < 3)=0,018 donc p(X < 3) < 0,05 pA=S=una pr=4=0
etp(X < 4)=0,051 doncp(X < 4) > 0,05. 010 ;
Ainsi [4;43] est un intervalle de fluctuation
au seuil de 1 - 0.=0,95 associé a X : 0,05

0 .

0 5 10 15 20
o o

(3) Notons queE:O,OZSeH —5:0,975. PX=3)=0025! pl=X=14=095 pX=15) <0025
Ona: 0,15_p(X:k)

ep(X=3)=0,018=<0,025
etp(X=4)=0,051 > 0,025. 0,10 -

ep(X=<13)=0,964 < 0,975
etp(X=14)=0,984 = 0,975

Ainsi [4; 14] est un intervalle de fluctuation
centré au seuil de 1 — .= 0,95 associé a X :
on est sdr, a au moins 95 %, d’avoir entre 4
et 14 succes sur les 43 répétitions.

0,05 -
p(X < 3)=<0,025
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'&\Ode - . . . . =
2 ‘I;)etermlner un @;prvallege quc;ygtlon avec la calculatrice

------ eeccccccccccce eecccccce eeccccce ecccccce ®00c00000000000000000000 000

Enoncé
On consideére une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de paramétres n =50 et p = 0,63.

1. Déterminer le plus petit intervalle de fluctuation au seuil de 95 % associé a X de la forme [0 ; b].

2. Déterminer un intervalle de fluctuation centré au seuil de 95 % associé a X.

ll Solution |

1. D'apres le cours, il s'agit de trouver le plus petit entier b tel que p(X < b) = 1-0,05 = 0,95. ﬂ

B g
TI-83 Premium CE ,m Casio GRAPH 90+E NUMWORKS |
On tabule la fonction k — p(X < k) On tabule la fonction k — p(X < k) dans Dans le menu Fonctions, on tabule
en appuyant sur [ # | puis en tapant le menu 7:Table du menu principal en la fonction k+— p(X < k) en écrivant
¥Y18b1inomFRER (S50, 0. 63, X) ﬂ tapant Y 1=BinomialCD(x,50,0.63) ﬂ f(x) - binoncdf(x,58,0.63) u ou

. AR
Ensuite, on affiche le tableau de valeurs. | Ensuite, on affiche le tableau de valeurs. binomcdf s'obtient avec

On obtient : On obtient : latouche { & ) puis le menu
Probabilités>Loi binomiale. Ensuite,

X ¥l on affiche le tableau de valeurs.
0.8805 On obtient :

36 0.931

37 0.9635 34 0.8093511

38 00,8824 35 0.8805196
36 0.9310107
3T B.9635405
38 .9824891

Conclusion : on a p(X < 36) < 0,95 et p(X < 37) = 0,95
donc I'intervalle cherché est [0 ; 37].

2. Il s’agit de trouver les plus petits entiers a et b tels que B Conseils & Méthodes [N

X =<a)> 0,025 et p(X<b) = 0,975.
piX=a) > 0,025 et p( )=0 On utilise les propriétés du cours

pour savoir quel(s) nombre(s)
on cherche.

On tabule la fonction k — p(X < k) dans la calculatrice et on obtient
le tableau suivant.

k 24 25 37 38 ﬂXS'obtlent avec ’m]
pX<k) 0,0216 | 0,0411 0,9635 | 0,9825 ﬂx sobtient avec (X41 |

esececceccsecscsscsccses
®ecccc000000000000000000

Donc l'intervalle [25 ; 38] est un intervalle de fluctuation au seuil de 95% ux sobtient avec la touche \xnt

®eccccccccscccssccsscccsscccssscscse o

associé a X.
On considére une variable aléatoire Y qui suit la loi m On considére une variable aléatoire Z qui suit la loi
binomiale de paramétresn=100etp =0,51. binomiale de parametres n=30et p =0,81.
Déterminer le plus petit intervalle de fluctuation au seuil Déterminer un intervalle de fluctuation centré au seuil
de 90 % associé a Y de la forme [a; 100]. de 99 % associé a Z.

) Exercices 62 a 67 p. 186

7 - Lois discrétes 177



Cours

o Loi geomeétrique
Loi géométrique

On considéere une épreuve de Bernoulli pour laquelle la probabilité d'un succés est p et on répete
cette épreuve de Bernoulli de maniére indépendante jusqu’a l'obtention d’un succes.

La variable aléatoire X donnant le nombre d’essais nécessaires pour obtenir ce succés suit
la loi géométrique de paramétre p, notée 9(p).

Exemple On lance un dé équilibré a quatre faces numérotées de 1 a 4 jusqu'a l'obtention d'un 2.
La variable aléatoire D donnant le nombre d'essais nécessaires pour obtenir un 2 suit la loi géométrique
de parametre p = 0,25. En effet, D donne le nombre de succes « obtenir 2 » lorsque 'on réalise de maniéere

1
indépendante une méme expérience de Bernoulli dont la probabilité de succes estz =0,25.

Probabilités et espérance associées a la loi géométrique

Soit X, variable aléatoire suivant la loiY(p), etk EN".Ona:
PX=K=(1-p)xp  opX<K=T-(1-pf opX>k=(1-p EX)=_
p

Exemple Dans I'exemple précédent, D suit la loi %(0,25) donc la probabilité qu'il faille cinq essais pour
obtenir un 2 est p(D = 5) = (1 -0,25)>~" x 0,25 = 0,75* x 0,25 = 0,08.

Lespérance de D est E(D) = 01—25 = 4. Concretement, cela veut dire que si 'on recommence un grand

nombre fois cette succession d'épreuves alors le nombre moyen d'essais a réaliser afin d'obtenir un 2

est proche de quatre.
P . p(X=k)
0,25
Aspect graphique de la loi géométrique 020
Pour X, variable aléatoire suivant la loi %(p), son diagramme 0,15
en barres associé correspond a une décroissance exponentielle 0104
et p =p(X=1) est la hauteur de la premiére barre. 005
k
0 -
0 5 10 15 20

Non vieillissement ou absence de mémoire de la loi géométrique

* Pour X suivant une loi géométrique, on ap, . (X >s +1t) =p(X > t) pour touss € N" et t € N".

« Réciproquement, si X est une variable aléatoire a valeurs dans N" telle que,
pour tous s € N* et t € N*, on ait Py>s (X>s +1t) = p(X > t) alors X suit une loi géométrique.

® Démonstration

awm

Démonstration !
lienmini.fr/maths-c07-07  [a]E

) Exercice 95 p. 189

® Exemple

Dans I'exemple précédent, la probabilité qu'il faille plus de dix essais pour obtenir un 2 sachant

qu’apres sept essais on n'en a pas encore obtenu, est :
Pp=7(D>10)=py_,(D>7+3)=p(D>3)=(1-0,253=0,753=0,42.

On a bien utilisé le fait que la probabilité de réussir en plus de dix essais sachant qu'on en a raté sept,
c'est-a-dire en plus de trois essais supplémentaires, est la méme que la probabilité de réussir en plus de trois
essais au départ : les sept premiers essais ont été « oubliés ».
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50de
=8 Identifier et utiliser la loi géométrique

Les rendez-vous

Enoncé

Dans un étang, il y a 100 poissons : 90 carpes et 10 brochets.

Elsa souhaite pécher un brochet de sorte que si elle péche une carpe,
elle la remet a I'eau et continue a pécher jusqu’a obtenir un brochet.
On appelle X la variable aléatoire donnant le nombre de prises
réalisées par Elsa pour avoir un brochet.

1. Justifier que X suit une loi géométrique et en donner le paramétre.
2. Représenter la situation par un arbre pour les 3 premiéres répétitions.
3. Quelle est la probabilité qu’elle doive prendre exactement

5 poissons pour obtenir un brochet ?

4. Déterminer p(X = 10) et l'interpréter dans les termes de I'énoncé.

5. Calculer E(X) et l'interpréter dans les termes de I'énoncé.

ll solution |

1. X donne le nombre d’essais nécessaires pour d'obtenir un succés
(« prendre un brochet ») lorsque I'on réalise de maniére indépendante
(tirage avec remise des poissons) une méme expérience de Bernoulli

1
dont la probabilité d'un succes est 10
de paramétre p = 0,1. ﬂ

2.0n appelle B I'événement « obtenir un brochet » :

3. On cherche p(X = 5) ﬂ =(1-0,1>"%0,1=0,9*x0,1~0,07.

4.p(X=10)=p(X>9)=(1-0,1)?=0,97=0,39.
Cela veut dire que la probabilité qu'elle ait besoin de dix prises
ou plus pour pécher un brochet est environ 0,39. “

5.E(X) = % = 10 donc, en moyenne, sur un grand nombre

=0,1donc X suit la loi géométrique

IR  Conseils & Méthodes [N

Pour justifier que X suit une loi
géométrique, il faut donner tous les
arguments suivants :

@ x donne le nombre d'essais pour
avoir un succes.

@les répétitions sont indépendantes.

® ce sont des épreuves de Bernoulli
identiques.

On s'arréte a chaque succes. On peut
faire apparaitre le nombre d'essais
nécessaires: X =....

On traduit en termes de probabilités
puis on applique la formule du cours.

Le cours donne une formule pour

p(X > n) doncon calcule p(X = 10) en
utlllsant p(X = 10) =p(X > 9) puisque
X prend des valeurs entiéres.

ﬁ Lespérance peut s'interpréter comme
une moyenne.

0000000000000 0000000000000000000000000 o

e ® 000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000,
® 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

de parties de péche, il faudra a Elsa 10 prises pour avoir un brochet. a

A vous de jouer ! |,

On lance une piece truquée dont la probabilité
d'obtenir FACE est 0,2 et on appelle F la variable aléatoire
donnant le nombre d'essais nécessaires.

1. Justifier que F suit une loi géométrique et en donner
le parameétre.

2. Déterminer la probabilité que l'on ait besoin d’exacte-
ment trois essais pour obtenir FACE.

3. Déterminer la probabilité que l'on ait besoin de quatre
essais ou moins pour obtenir FACE.

4. Combien de lancers peut-on « espérer » faire pour
obtenir FACE ?

m La machine a café ne fonctionne pas au travail de
Walid ce matin. Ses collegues lui ont dit d'insister car une
fois sur 10, elle donne du café.

En supposant tous les essais indépendants, on appelle Cla
variable aléatoire donnant le nombre d'essais nécessaires
pour obtenir un café.

1. Justifier que C suit une loi géométrique et en donner
le paramétre.

2. Déterminer la probabilité que Walid ait besoin de
6 essais ou moins pour avoir un café.

) Exercices 68 a 73 p. 187

7 - Lois discrétes
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Sode
=[K:B Utiliser le triangle de Pascal “ Cours & p. 172
Enoncé
On considere le triangle de Pascal ci-contre dans lequel apparaissent k
n m 0 1 2 3 4 5
les coefficients binomiaux (kj pour n entier entre 0 et 5 et k entier . ;

entre 0 etn.

5
1. Lire [3J dans le triangle de Pascal.

6
2. Déterminer [3] al'aide du triangle de Pascal.

ll solution | NN

5
1.Ic1,k=3etn=5donc[3)= ﬂ s 1105 10l10!l 5|1
NERE 2.4 5
B Conseils & Méthodes [N
0 1

On repeére les valeurs de k
(en vert) etn (en rouge)

5
enon lit (3] al'intersection.

ﬂ Pour compléter le triangle,
on utilise la propriété du cours

W)

Pourn=6etk=3:

()-C)(3)eromune

5
le point ﬂ pour trouver(zj

)

®eccccccccscccsccscccssccsccsscsoe e

e OHENE oo
o apres le courson a: = A = + = 5
i . 3)72)"3 2

© 000000 c00000000000000000000000000000000000000
®e000000000000000000000000000000000000000000000°

4
1. Lire ) dans le triangle de Pascal. m Donner la ligne du triangle de Pascal correspondant

6
aux( ] pour k entier entre 0 et 6.

6
2, Déterminer(z] a l'aide du triangle de Pascal. k

) Exercices 82 a 83 p. 188
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hode
§n Utiliser I'absence de mémoire de la loi geométrique “ Cours 7 p. 178

Enoncé

On appelle X la variable aléatoire donnant le nombre d’essais nécessaires pour obtenir un nombre strictement
supérieur a 3 lorsque l'on lance un dé équilibré a 12 faces numérotées de 1 a 12.

9
On admet que X suit la loi géométrique de paramétre p = = =0,75.

Si on n'a pas obtenu de nombre strictement supérieur a 3 apres cinq essais, quelle est la probabilité qu'il faille

. . .
plus de sept essais pour en obtenir un ? B Conseils & Méthodes  [NRRRNNN

On cherche py.; (X>7) [l =py-s (X>5+2)=p(X>2)
= (1-0,75)? = 0,252 = 0,0625 d'apres la propriété d'absence
de mémoire de la loi géométrique.

A vous de jouer ! |,

ﬂ On traduit I'énoncé en faisant
apparaitre py. (X > s+t).
ﬂ On applique py.. (X >s+1t) =p(X > 1).

ececcccccesce,
®ec00000000000®

®e000000000000000000000000000000000000 o

Avec I'énoncé de l'exercice résolu ci-dessus, donner m Avec I'énoncé de l'exercice résolu ci-dessus, calculer
la probabilité qu'il faille au moins 8 essais sachant qu'il en Py=s5 (X>10).
faut plus de 4. ) Exercices 92 a 94 p. 189
od,
N\0de

5 Utiliser I'espérance pour résoudre un probléme

Enoncé

Dans un jeu, on doit choisir entre deux possibilités.

¢ Choix 1 : lancer un dé équilibré a faces numérotées de 1 a 6. Le gain en € est le résultat obtenu.

¢ Choix 2 : lancer 6 fois de suite une piéce équilibrée. Le gain en euros est le nombre de FACE obtenus.
Si I'on compte jouer un grand nombre de fois a ce jeu, lequel des deux choix faut-il faire ?

m BRI Conseils & Méthodes [N

On identifie la loi associée au gain

e Pour le choix 1: la variable aléatoire G donnant le gain pour le choix 1 suit -
avec le choix 1.

1+6
> =350 € ﬂ:

sil'on joue un grand nombre de fois on gagne en moyenne 3,50 € par partie.

laloi uniforme sur{1;2;3;4;5;6 donc £(G) =
¢ } ﬂ ©) ﬂOn calcule l'espérance associée au

premier gain.

¢ Pour le choix 2 : la variable aléatoire G’ donnant le gain pour le choix 2 ﬂOn fait de méme pour le choix 2.

donne le nombre de succeés lorsque I'on réalise 6 fois de maniére indépendante

®ec0c0c000000000000000

000000000000 0000000000000000000000000 o

une méme expérience de Bernoulli de probabilité d'un succes (« obtenir FACE »)
p =0,5 donc G’ suit la loi binomiale de paramétres n=6 et p=0,5.
OnadoncE(G')=nxp=6x05=3€ ﬂ : sil'on joue un grand nombre de fois on gagne en moyenne 3 € par partie.

On doit donc faire le choix 1.

A vous de jouer ! |,

On considére les expériences « lancer une piéce m Pour un concours n°1, on le réussit la X-ieme fois ou
équilibrée » et « lancer deux fois de suite une piece truquée X suit la loi uniforme sur {1;2; 3; 4}.

de sorte que la probabilité d'obtenir FACE est 0,2 ». Pour un concours n°2, on le réussit la Y-ieme fois ou Y
Sil'on réalise ces deux expériences un grand nombre de suit la loi %(0,25).

fois, laquelle choisir pour obtenir en moyenne le plus En moyenne, lequel de ces deux concours est le « plus
de fois FACE ? facile » a obtenir ?

) Exercices 96 a 97 p. 189

7 - Lois discrétes 181
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Exercices (apprendre ad

La propriété a démontrer

Si X est une variable aléatoire suivant la loi %&(n; p) alors E(X) = np.

© On souhaite démontrer cette propriété pourn < 3.
On pourra utiliser en prérequis l'espérance associée a la loi de Bernoulli et la formule donnant p(X = k).

» Comprendre avant de rédiger

+ On ne demande pas de démontrer le cas général (n € N quelconque) mais uniquement pourn=1,n=2oun=3:
on peut donc traiter ces trois cas indépendamment.

» Le casn =1, revient a considérer que X suit la loi de Bernoulli, pour les deux autres cas, on peut dresser le tableau
donnant leur loi puis appliquer la formule générale de I'espérance d’une variable aléatoire.

» Rédiger

Etape € La démonstration rédigée

On commence par constater que, pourn =1, 9 Pourn = 1,il n'y a qu'une seule épreuve

X suit la loi de Bernoulli. donc X suit la loi de Bernoulli d'ot E(X) = p = np pourn = 1.
Etape @ ﬁ Pour n = 2, la loi de X est donnée par le tableau suivant :
Pour n =2, on dresse le tableau donnant la loi X 0 1 2

1

p(X =) (1-p)? 2p(1-p) p?

de Xen calculant p(X=0), p(X= 1) et p(X = 2).

car:

2

'P(X=0)=(Oj><p°><(1 -p)?0=(1-p)?
2

o p(X = 1)=(J xp!x(1-p)*"=2p(1-p)
2

0p(X=2)=[2JXp2X('| _p)2—2=p2

Etape @ =3 E)=0x(1-pP+1x2p(1-p)+2xp?
On applique la formule de l'espérance

=2p-2p?+2p?=2p=nppourn=2.
d’une variable aléatoire pour ce casn = 2.

Etape @ % Pour n = 3, la loi de X est donnée par le tableau suivant :
Pour n = 3, on procéde comme pour le cas
n=2. % 0 ! 2 3

pX=x) | (1-p? |3p(1-p)*|3p*(1-p) p?

EX)=0x(1-p)3+1x3p(1-p)2+2x3pX1-p)+3xp
=3p(1 - 2p + p?) + 6(p? - p°) + 3p°
=3p-6p2+3p>+6p2-6p3+3p=3p=nppourn=3.

» Pour s'entrainer

Démontrer la propriété suivante en utilisant pour prérequis la formule donnant p(X = k)
pour k entier entre 0 et 2 et E(X) = 2p.

Si X suitlaloi %B(2;p) alors V(X) =2 xp x (1 -p)

182



© DIAPORAMA

Calculs et automatismes

lienmini.fr/maths-c07-08

m Loi uniformesur{1;2;...;n}

L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse?
La variable aléatoire donnant le produit des
résultats de deux dés équilibrés a quatre faces
numeérotées de 1 a 4 suit la loi uniforme sur
{1;2;...;16%.

O <
O =

73 Epreuve de Bernoulli

On tire au sort une boule dans une urne et on note sa
couleur.

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

Cette expérience aléatoire est une expérience de
Bernoulli quand I'urne contient :

[a] 10 boules : 3 jaunes, 2 vertes et 5 orange.

[b] 20 boules : 13 jaunes et 7 orange.

[<€] 20 boules rouges numérotées : 10 avec des nombres
pairs et 10 avec des nombres impairs.

[d] une seule boule.

m Loi de Bernoulli (1)

L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse? F

Toute variable aléatoire ne prenant que deux [ []
valeurs suit une loi de Bernoulli.

Loi de Bernoulli (2)

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

On considére une variable aléatoire Y suivant une loi de
Bernoulli et vérifiant V(Y) = 0,16.

Les valeurs possibles pour p(Y=1) sont:

[al 0,2 bl 08
[cl o4 [d] 0,016
m Schéma de Bernoulli

Comment faire pour justifier qu’'une succession d'épreuves
est un schéma de Bernoulli ?

X3 Loi binomiale (1)

On répéte 10 fois de maniére indépendante la méme
épreuve de Bernoulli de parametre p =0,2.

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

La variable aléatoire de E donnant le nombre d’échecs :
[a] ne suit pas une loi binomiale.

[b] suit la loi binomiale de paramétresn = 10 et p = 0,2.
[€] suit la loi binomiale de paramétresn=10etp=0,8.
[d] suit la loi binomiale de paramétres n = 0,2 et p = 10.

Loi binomiale (2)

On consideére une variable aléatoire Y suivant la loi binomiale
de paramétresn=4etp=0,1.

Calculerp(Y=1).

EXErCICeS ( calculs et automatismes

FX] Espérance de la loi binomiale (1)

On consideére une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale
de parameétres n=200 et p = 0,63.

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

Quelle est I'espérance de X ?

[a] 63 bl 126

[c] 200 [d] 630

E) Espérance de la loi binomiale (2)
Choisir la bonne réponse.

On considére une variable aléa-
toire Z suivant une loi binomiale 0.2
représentée par le diagramme en

p(Z=k)

barres ci-contre. o P
Quelle est son espérance ? 0
E] 8 E] 3 02 4 6 810
[c] 0,26 [dl6
ED) Intervalle
de fluctuation
En tabulant p(X < k) pour une k pX<k)
variable aléatoire X suivant une loi 0 0,0016
binomiale, on obtient le tableau. 1 0,0142
2 0,0617
L'affirmation sui- 3 0,1727
vante est-elle vraie 'V F 4 0,3519
ou fausse? 5 0,5643
Lintervalle [0; 8] est (1 O 6 0,7549
le plus petit intervalle 7 0,8868
de fluctuation au seuil 8 0,9578
de 95 % de la forme 9 0,9876
[0;b]. 10 0,9972

EX¥ Loi géométrique (1)
Soit X suivant une loi géométrique de parametre 0,4.
Calculer p(X=5).

EFA Loi géométrique (2)

Soit X suivant une loi géométrique de paramétre 0,3.
Choisir la bonne réponse.

Lavaleurdep, . ,, (X>15)est:

[al 0,33 bl 0,75
E] 0,315 @ 0,715

EED Loi géométrique (3)

Laffirmation suivante est-elle vraie ou fausse? V F
La variable aléatoire donnant le nombre [ []J
d'essais nécessaires pour obtenir le premier

échec lorsque I'on réalise successivement et

de maniére indépendante la méme expérience

de Bernoulli suit une loi géométrique.

7 - Lois discrétes 183
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d'application

Exercices

Benoit recoit entre 1 et 15 courriels par jour et les
probabilités de ces différents nombres sont égales.

1. Quelle loi suit la variable aléatoire C donnant le nombre
de courriels recus par Benoit pendant un jour ?

2. En déduire E(C) et V(C).

3. Quelle est la probabilité qu'il recoive plus de 4 courriels ?

m On tire un nombre au hasard entre 10 et 99 et on
considére la variable aléatoire D donnant son chiffre des
dizaines.

1. Justifier que D suit une loi uniforme sur{1;2;...;n}en
précisant la valeur de n.

2. Pour ce tirage, la variable aléatoire U donnant le chiffre
des unités suit elle une loi uniforme sur{1;2;...;n}?

m Erika boit équiprobablement entre 1 et 4 cafés par
jour.

1. Donner la loi suivie par la variable aléatoire C donnant
le nombre de cafés bus par Erika en un jour.

2. Expliquer pourquoi sur 100 jours, on peut s'attendre a
ce qu’elle ait bu environ 250 cafés.

On consideére une variable aléatoire X suivant une loi
uniforme sur {1; 2 ; ... ; n} et dont l'espérance est 11,5.
Déterminer n.

Dans un lycée, 27 % des éléves de Terminale ont choisi
l'option « Mathématiques complémentaires ».

On tire au sort un éléve de Terminale dans ce lycée et on
regarde s'il a opté pour 'option « Mathématiques complé-
mentaires » ou non.

Expliquer en quoi cette expérience aléatoire est une épreuve
de Bernoulli, préciser a quoi peut correspondre un succes
puis donner la probabilité p d'un succes.

m D’aprés la SNCF, 91,4 % des TGV arrivent a I'heure.
1.Elie prend un TGV.

Expliquer pourquoi I'expérience aléatoire consistant a regar-
der s'il est a I'neure ou non est une épreuve de Bernoulli.
2. Préciser la probabilité p d'un succes.

m Fiona joue a « pierre-feuille-ciseaux ».

Expliquer pourquoi le choix de son adversaire (pierre, feuille
ou ciseaux) a ce jeu n'est pas assimilable a une épreuve de
Bernoulli.

.ék\ﬂde

Loi de Bernoulli A p.1n

.................................................

On considére une piece truquée de sorte qu'elle ait
deux chances sur trois de tomber sur PILE.

On lance une seule fois cette piece et on considéere la
variable aléatoire X donnant le nombre de FACE obtenus.
1. Justifier que X suit la loi de Bernoulli et préciser la valeur
dep.

2. Donner |'écart-type de X.

1.0n lance un dé équilibré a 12 faces numérotées de
1 a 12 et on considere la variable aléatoire X donnant le
chiffre des dizaines du résultat obtenu.
Justifier que X suit une loi de Bernoulli et préciser son
paramétre p.
2.0n lance deux dés équilibrés, I'un a quatre faces numé-
rotées de 1 a 4 et l'autre a huit faces numérotées de 1 a 8.
On consideére la variable aléatoire Y donnant le chiffre des
dizaines de la somme des deux nombres obtenus.
Préciser la loi de Y.

Démo
Soit X suivant la loi de Bernoulli de paramétre p.
1. Démontrer la formule du cours E(X) = p.

2. Démontrer la formule du cours o(X) = /p(1-p).
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Schémade Bernoulli A
Quand elle joue avec son bilboquet, Samira arrive a
planter la boule sur le socle avec une probabilité 0,78.

1. Quelle hypothese doit-on
faire pour pouvoir assimiler
la répétition de 3 «lancers »
de bilboquet a un schéma
de Bernoulli ?

2. Sous cette hypothése,
représenter ce schéma de
Bernoulli par un arbre.

3. Calculer la probabilité :
a) quelle plante exactement
une fois la boule sur le socle.
b) gu'elle plante au moins
deux fois la boule sur le
socle.

m La probabilité qu'un appel aux pompiers soit injustifié
est0,19.

1. Quelle hypothése doit-on faire pour pouvoir assimiler
la répétition de 4 appels aux pompiers, selon qu'ils sont
injustifiés ou non, a un schéma de Bernoulli ?

2. Sous cette hypothése, représenter ce schéma de Bernoulli
par un arbre.

3. Calculer la probabilité :

a) qu'exactement deux des quatre appels soient injustifiés.
b) qu'au moins un appel soit justifié.

Lorsqu'il fait ses devoirs, Ismaél néteint jamais son
téléphone.

Quand il recoit un message, il y a deux chances sur trois
qu'il le regarde, indépendamment du fait qu'il ait regardé
ou non les messages précédents.

Pendant tout le temps qu'il a consacré a ses devoirs, il a
recu 3 messages.

1. Justifier que cette situation est assimilable a un schéma
de Bernoulli en spécifiant a quel événement correspond
un succes.

2. Représenter ce schéma de Bernoulli par un arbre.

3. Calculer la probabilité qu'il ait regardé au moins
2 messages.

Coefficients binomiaux

.................................................

10 100 —

Sans calculatrice, donner [ J et [ j £
10 0 s

. 12 12 ()

m 1. Avec la calculatrice, donner 5 et 6 )
2. En déduire sans calculatrice : Fvcj
e

o(7) w(e) o)

Exercices ( d'application

, 15\ (15 =
1. Avec la calculatrice, donner (4} et [ s j 828

2. En déduire sans calculatrice :
) [1 5] b) (1 5] ) (1 6] d) [1 6]
a 11 10 ¢ 5 11

Loi binomiale, définition e

etcalculdep(X=k B pus
m On donne le tableau 3
ci-contre dans lequel les k ( ) 0,42k | 0,58«

valeurs sont arrondies
3103 0 1 1 1

Soit X une variable aléatoire 1 4 0,42 0,58
suivant la loi binomiale de

paramétresn=4etp=0,42 2 6 | 0176 | 0,336
et Y une variable aléatoire 3 4 | 0074 | 0,195
suivant la loi binomiale

de paramétresn = 4 et | 4 T 0031|0113
p=0,58.

A l'aide de ce tableau, donner des valeurs approchées de :
a)pX=1) b)pX=2) cp(Y=1) d)p(Y=2)

A la roulette, la probabilité que la boule tombe sur
18
rouge est — .
37
On joue 20 fois successivement a la roulette en misant
systématiquement sur le rouge et on appelle X la variable
aléatoire donnant le nombre de parties gagnées.
1. Quelle loi suit X ? Justifier.
2. Calculer la probabilité de gagner 9 parties.

E On considere que la probabilité qu’'un éléve de
Terminale ait 18 ans ou plus durant I'année scolaire est 0,67.
1. Dans une classe de Terminale de 35 éleves, quelle est
la loi suivie par la variable aléatoire M donnant le nombre
d'éleves de la classe encore mineurs a la fin de I'année ?
Justifier.

2. Calculerp(M=10),p(M=11) et p(M=12).

3. En déduire la probabilité qu'il y ait entre 10 et 12 éléves
de la classe encore mineurs a la fin de I'année scolaire.

Calculs de probabilités -
aveclaloibinomiale 817
@ On considére une variable aléatoire X qui suit %
la loi binomiale de paramétres n=100 et p = 0,78.
Calculer avec la calculatrice :
a)pX<75) b)pX>79) cpX=74) d)p(73<X=<81)
On considére une variable aléatoire T qui suit la loi
binomiale de parametres n =789 et p = 0,04.

Calculer avec la calculatrice :

a) p(Te[27;32]) b) p(TE[30; 789])

) p(TE[0; 400) d) p(TE119; 41])

7 - Lois discrétes
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d'application

Exercices

m La probabilité de gagner a un jeu de grattage est 0,1.
On considere 1 000 joueurs ayant joué a ce jeu dont on
suppose que leurs résultats (« Gagné » ou « Perdu ») sont
indépendants et on appelle G la variable aléatoire donnant
le nombre de gagnants parmi ces 1 000 joueurs.
Déterminer la probabilité qu'il y ait :

a) plus de 100 gagnants.

b) moins de 85 gagnants.

) entre 95 (inclus) et 105 (inclus) gagnants.

d) entre 90 (exclu) et 110 (exclu) gagnants.

m Dans une population, la proportion de végétariens
est de 12 %. On suppose cette population suffisamment
grande pour pouvoir assimiler le tirage d’'une personne
dans cette population a un tirage avec remise.

Une cantine servant 250 repas a des personnes issues de
cette population prévoit 32 repas végétariens.

Quelle est la probabilité que ce ne soit pas suffisant ?

1. On considére une variable aléatoire X qui suit la loi
binomiale de parametresn =20 etp =0,83.

Calculer l'espérance de X.

2. Méme question avec Y suivant la loi binomiale de para-
meétres n=100et p=0,79.

m Ecrire une fonction Python a que l'on nommera
param_binomde paramétres n et p et qui renvoie E(X) ou
X suit la loi binomiale de paramétres n et p.

m On consideére une variable aléatoire Z suivant une loi
binomiale de paramétres n et p inconnus et vérifiant £(2) = 2
et0,15 <p <0,16.

1. Donner un encadrement de n puis en déduire sa valeur.
2. En déduire p.

m On donne ci-contre le
diagramme en barres associé 02

3 une loi binomiale de para-

métres n =10 et p inconnu. 01 k
Parmi les trois réels ci-dessous,
lequel est susceptible d'étre la
valeurdep?
a) 0,66

03 Ap(X=£k)

0 2 4 6 8 10

b) 0,16 ) 0,87

m On considére un entier ninconnu et on donne ci-dessous
le diagramme en

gramme &0 0204 pix=k
barres associé a (16

une variable 012
aléatoire X sw—. 0,08
vant la loi 004
B(n;0,4). ’ k
0
1. al_()%“ argjmet 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20
que eN.
. 0,20 =
Donner une valeur possible o016 pX=k
pour E(X). '
b) En déduire une valeur %12
possible pour n. 0,08
2. On donne ci-contre le 0,04

diagramme en barres asso-
Cié a une variable aléatoire Y
suivant la loi B(n; p) ou p estinconnu et ou n est le nombre
trouvé a la question 1. b).

Proposer une valeur possible de p associé a cette loi.

0
12 14 16 18 20 22 24

.................................................

On consideére une variable aléatoire X qui suit la loi
binomiale de parametres n =54 et p = 0,45. Déterminer le plus
petit intervalle de fluctuation associé a X de la forme [0; b] :
a) au seuil de 0,95. b) au seuil de 99 %.

m Soit Y qui suit la loi (50 ; 0,12). Déterminer le plus
petit intervalle de fluctuation de Y de la forme [a ; 50] :
a) au seuil de 0,90. b) au risque de 5 %.

On considére une variable aléatoire Z qui suit la loi
binomiale de parametres n =36 et p = 0,71. Déterminer :
a) un intervalle de fluctuation centré au seuil de 95 % associé
aZ

b) unintervalle de fluctuation centré au risque de 0,01 associé
aZ

m Soit F la variable aléatoire donnant le nombre de FACE
obtenus lorsque l'on lance 20 fois la méme piece truquée
dont la probabilité d'obtenir FACE est 0,36.

1. Déterminer le plus petit intervalle [0 ; k] avec k entier tel
que p(F € [0;k]) = 0,95.

2. Compléter les pointillés sans calcul supplémentaire.
On peut étre str au seuil de 95 % que la fréquence de FACE
obtenus sera inférieure ou égale a ... %.

m Soit J la variable aléatoire donnant le nombre de
boules jaunes obtenues lorsque l'on tire 40 fois avec remise
une boule dans une urne en contenant 7 jaunes et 13 vertes.
1. Déterminer le plus petit intervalle [k ; 40] avec k entier
tel que p(J € [k; 40]) = 0,99.

2. Compléter les pointillés sans calcul supplémentaire.

On peut étre sar au seuil de 99 % que la fréquence de
boules jaunes obtenues sera supérieure ou égale a ... %.




d'application

Exercices

Soit P la variable aléatoire donnant le nombre
de nombres pairs obtenus lorsque lI'on lance 25 fois

random.randint(1,11) avec Python # .

1. Déterminer un intervalle de fluctuation centré au seuil
de 95 % associé a P.

2. En déduire un encadrement de la fréquence de nombres
pairs obtenus au risque de 5 %.

J5ode

Loi géométrique A p.179

...............................................

m On considere une variable aléatoire X suivant une loi
géométrique de paramétre p=0,12.

Calculer:
a)p(X=5) b) p(X > 4) ¢) p(X < 6)
d) p(X=10) e)p(X<38) f)p(4 <X<10)

m On considere une variable aléatoire Y suivant une loi
géométrique de parameétre p = 0,03.
Calculer:

a)p(Y=3) b) E(Y)
d)p24<Y<33) e)p(33<Y=40)

c)p(10 <Y <20)
f)p(17 <Y <45)

Léa commence une séance d’entrainement de
pétanque et on considere que la probabilité qu'elle réussisse
un « carreau » est 0,2. On suppose tous les essais indépen-
dants. On appelle X la variable aléatoire donnant le rang du
premier carreau réussi.

1. Donner la loi suivie par X.

2. Représenter la situation par un arbre pour les trois pre-
miers essais et y lire p(X = 2).

3. Calculer p(X = 5) puis l'interpréter.

4. Calculer p(X < 3) puis l'interpréter.

On suppose que la probabilité de gagner une partie
a une machine a sous est 0,001.

On suppose que toutes les parties sontindépendantes et on
appelle X la variable aléatoire donnant le rang de la premiére
partie gagnée quand on joue plusieurs parties de suite.

1. Donner la loi suivie par X.

2. En combien de parties en moyenne peut-on espérer
gagner la premiére fois avec cette machine a sous ?

3. Calculer p(X > 500) puis l'interpréter.

4. La mise a cette machine a sous est de 2€.

Quelle est la probabilité que l'on gagne avant de ne plus
avoir d'argent si I'on dispose de 2000€ ?

Sur sa calculatrice, Intissar tire des nombres au hasard
avecEntAlea (1,15) (générant un entier au hasard entre
1 et 15) jusqu’a ce qu'elle obtienne le nombre 10. Soit X la
variable aléatoire donnant le nombre d'essais nécessaires.
1. Justifier que X suit une loi géométrique.

2.Quelle est la probabilité qu'il lui faille entre 5 et 12 essais ?

Elsa a une piece truquée quelle lance jusqu’a obtenir PILE.
Aprés de nombreux essais, elle a remarqué qu'en moyenne,
il lui fallait 6 lancers afin d'obtenir son premier PILE.

Déterminer la probabilité d'obtenir PILE en lancant cette piece.

Probabilités conditionnelles

.................................................

.
Une urne contient 20 boules de quatre

couleurs différentes : 7 rouges, 10 vertes, 2 jaunes et 1 bleue.
On tire deux boules sans remise dans cette urne et on note
a chaque fois la couleur obtenue.

1. Cette succession de deux épreuves est-elle une succession
d‘épreuves indépendantes ?

2. La représenter par un arbre.

3. a) Déterminer la probabilité d'obtenir deux boules rouges.
b) Déterminer la probabilité d'obtenir une boule verte et
une boule jaune (sans tenir compte de l'ordre du tirage).
c) Déterminer la probabilité que la premiére boule soit jaune
sachant que la deuxieme est rouge.

d) Déterminer la probabilité que la premiere boule soit
verte sachant que la deuxieme est bleue.

Le programme des cours collectifs de la salle de sport
d’Audrey est le suivant aux heures ou elle peut s'y rendre.
¢ Lundi : pilate une semaine sur quatre et musculation trois
semaines sur quatre.

¢ Mardi : zumba deux semaines sur cinq et cycling trois
semaines sur cing.

¢ Mercredi : fitness une semaine sur six, yoga deux semaines
sur six et tai chi trois semaines sur six.

On admet que les activités sont indépendantes d’un jour
sur l'autre. Audrey se rend a la salle de sport trois jours de
suite du lundi au mercredi.

1. Représenter la situation par un arbre.

2. Calculer la probabilité quelle fasse ses trois activités
préférées : pilate, cycling et yoga.

Suite a des problémes
de production, un fabricant
de tablettes de chocolat
met en place une nouvelle
chaine de production :I'an-
cienne chaine ne prend
désormais en charge que
40 % de la production.

Un contréle qualité montre que :

¢ parmi les tablettes produites par I'ancienne chaine, 68 %
sont commercialisables,

e parmi les tablettes produites par la nouvelle chaine, 90 %
sont commercialisables.

On choisit une tablette au hasard dans la production.

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.

I‘ @!E)@gm@ On introduira des événements

correctement choisis.

2. Calculer la probabilité que la tablette provienne de la
nouvelle chaine de production et soit commercialisable.
3. La tablette tirée au sort n'est pas commercialisable. Quelle

est la probabilité quelle vienne de la nouvelle chaine ?
D’apres bac
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Exercices

On considére une variable X suivant une loi uniforme
sur{1;2;...;n}telle que V(X) = 24.
Déterminer n.

A un guichet, le temps d'attente exprimé en secondes
est1,2,...,600, ces six cents temps d'attente étant équi-
probables. On appelle T la variable aléatoire donnant le
temps d’attente a ce guichet en seconde.

1. Quelle est la loi suivie par T ?

2. Calculer la probabilité qu'on attende 3 minutes ou plus ?
3. Sachant qu'elle a déja attendu 2 minutes, quelle est la
probabilité que Fatou attende moins de 4 minutes ?

La directrice d'une société de location m

de véhicules affirme que 80 % des clients demandent un

contrat de courte durée.

Sous cette hypothese, on considere les 600 premiers contrats

signés l'année précédente et on appelle C le nombre de

contrats de courte durée parmi tous ces contrats sUpposés

indépendants.

1. Décrire la loi de la variable aléatoire C.

2. En déduire un intervalle de fluctuation centré au seuil

de 95 % associé a C.

3. 550 des 600 contrats étaient de courte durée.

a) Faire le lien avec la réponse a la question 2..

b) Que peut-on penser de I'affirmation de la directrice ?
D'aprés bac

m 1. Un des graphiques ci-dessous correspond a une loi
géométrique, l'autre a une loi binomiale.
Associer chaque graphique a sa loi.

@
0,20
015
0,10
0,05

0
0 5 10 15

0,10
0,05

0
0 5 10 15 20 25
2. Donner une approximation de l'espérance associée a
chacune de ces lois.

- . ) Démo
m On considére X suivant la loi %(p).

1. Montrer p(X = k) = (1 - p)k x p pour tout k € N".
2. En déduire p(X < k) puis p(X > k).

d'entrainement

Pour les exercices
" Nlo|1]2[3[4|5]|6]7
a [:F) on donne e
le triangle de Pascal
ci-contre. T
D’ . 21112(1
eterminer
CHEOE)C) [<lalelels
I I I e
55 ) 6) \a 3) [4]1[4]6]4]T
’ 5]11]15]10[10(5 (1
mCompléterles 6|1]|6[15(20|15|6 |1
lignes correspondant 71117 121135135[21] 7 | 1
an=8puisn=9
du triangle de Pascal
Démo
1. Conjecturer une expression de [nj
pourn € N". 1

2. Justifier cette conjecture a l'aide de la définition des k
parmi n.

Intervalles de fluctuation
en contexte

..................................................

Quand Munir va faire ses courses, m

il prévoit toujours la méme liste de 30 articles.
Malheureusement, -

pour chaque article
indépendamment
les uns des autres, il a
remarqué que la pro-
babilité que l'article
soit en rayon est 0,8.
1. Déterminer un inter- ;
valle de fluctuation centré au seuil de 95 % du nombre
d‘articles qu'il trouvera sur les 30.

2. Déterminer le plus petit intervalle de fluctuation de la
forme [a; 30] au seuil de 99 % puis interpréter cet intervalle
dans les termes de I'énoncé.

m Une athléete de haut
niveau finit toujours ses entrai-
nements quotidiens par un
« 100 m ». Elle a remarqué que
la probabilité quelle le coure
en moins de 13 s est 0,74 indé-
pendamment de son temps les
autres jours.

1. Déterminer un intervalle
de fluctuation centré au seuil
de 95 % du nombre de fois ol
elle courra en moins de 13 s sur
70 entrainements.

2. Déterminer le plus petit
intervalle de fluctuation de la forme [0 ; b] au seuil de 95 %
du nombre de fois ou elle courra en moins de 13 s sur
100 entrainements.




Simulation de lois

..................................................

1. Quelle loi la commande Python
random.randint (1,10) permet-elle de simuler?

2. Donner une commande Python permettant de
simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
{1;2;...;100}.

On consi- | yes pernoullil():
dére la fonction if random.random() <= 0.63:
Python X=1
ci-contre. else:

or X=
Justifier que 0

. return X

la variable

aléatoire x donnant la valeur renvoyée par la fonction
bernoullil suit une loi de Bernoulli et donner son
paramétre.

m Ecrire une fonction en Python bernoulli de
parametre p flottant entre 0 et 1 et renvoyant 0 ou 1 de
sorte que la fonction simule une variable aléatoire suivant
la loi de Bernoulli de paramétre p et renvoie sa valeur.

m On consideére le

programme Python f‘ a=random.random ()
ci-contre. n=1

Quelle est la loi suivie par | while a > 0.3 :

la variable aléatoire don- a=random. random()

nant la valeur n affichée - n=n+l

par le programme ? print n

Propriété -

de non vieillissement B p.11

m Soit X suivant une loi géométrique.
Ecrire sans probabilité conditionnelle :
a)pyo (X>12) b) py-¢ (X=10)

) py-s X< 8) d) py., (X< 20)

l‘ (Coup]delpouce]

Pour les questions c) et d), on rappelle que pA(E) =1-p,(B).

La probabilité d'étre contrélé(e) lors d’un trajet de bus
est p=0,05 (les trajets sont supposés indépendants).
Depuis le début du mois, Flore a pris 15 fois le bus et
n'a pas été controlée.

Quelle est la probabilité gu'elle ne soit pas contrdlée avant

le 30° trajet ?
m En 10 lancers successifs d’'un dé m

équilibré a six faces, on n'a pas obtenu de 6.

1. Quelle est la probabilité que I'on n'obtienne pas de 6
avant le 14¢ lancer ?

2. Quelle est la probabilité que I'on obtienne un 6 avant
le 16¢ lancer ?

Exercices

d'entrainement

m L'entrainement hebdo-
madaire de natation de
Sabrine est parfois annulé
avec une probabilité 0,1 (indé-
pendamment des autres fois).
Cela fait 5 semaines que l'en-
trainement a bien eu lieu.

1. Quelle est la probabilité
que l'entrainement ait bien
lieu lors des 10 semaines suivantes ?

2. Quelle est la probabilité qu’'un entrainement soit annulé
avantle 13¢7?

Démo
m On considére une variable aléatoire X
prenant ses valeurs dans N" et telle que pour tous s € N* et
tEN’, onaitp,_  (X>s+1)=p(X>1t).Onappelle p=p(X=1).
1. Justifier que p((X > s+ t)N(X > s)) = p(X > s + 1).

2. Montrer que:

p(X>n+1)=p(X>n)xp(X>1) pourtout n € N".

3. En déduire que la suite (u,) définie par u, = p(X > n) est
géométrique de premier terme u; =1 -petderaison 1 -p.
4. En déduire u, en fonction de n.

5. En remarquant que p(X=n) = pX>n-1) - p(X > n),
en déduire une expression de p(X = n) puis en déduire la
loi suivie par X.

Résolution de problemes
avec ['espérance

................................................

On consideére deux jeux dans lesquels soit on perd,
soit on gagne 4 €. Précisement :

e le jeun® 1 colte 2 € et |la probabilité de gagner est 0,09.
e le jeun® 2 colte 1 € et la probabilité de gagner est 0,05.
Comme elle dispose de 20 €, Sineha prévoit d'acheter soit
10 tickets du jeu n° 1 (option 1) soit 20 tickets du jeu n° 2
(option 2) et on appelle X le nombre de tickets gagnants
avec l'option 1 et Y avec l'option 2.

1. Donner sans justification les lois de X et Y (on supposera
tous les tickets indépendants).

2. Calculer E(X) et E(Y). Laquelle des deux options permet
d’'obtenir en moyenne le plus de tickets gagnants ?

Dans un jeu, la mise est de 1 € et on gagne 9 € avec
la probabilité 0,1 (on ne gagne rien le reste du temps). On
considére deux stratégies. Précisément :

e Stratégie 1 : on joue 20 parties.

e Stratégie 2 : on joue jusqu’a gagner une partie et on
s'arréte (on suppose que l'on dispose d’argent « infini »).
1. Dire combien de parties on peut « espérer » gagner avec
la stratégie 1.

Sans tenir compte de la mise, en déduire quelle somme on
peut « espérer » gagner avec la stratégie 1.

2. Quelle somme gagne-t-on avec la stratégie 2 ?

3. a) Quelle somme dépense-t-on avec la stratégie 1?

b) Dire combien de parties on peut « espérer » jouer puis
quelle somme on peut « espérer » miser avec la stratégie 2.
4. Avec laquelle des deux stratégies peut-on espérer perdre
le moins possible ?

7 - Lois discrétes

189



EL] partie de péche

A Calcul de probabilités
Le week-end, Michaela va
souvent a la péche.

La probabilité qu’elle
y aille le samedi est 0,7 et
la probabilité quelle y aille
le dimanche est :

¢ 0,3 si elle y est allée
le samedi.

¢ 0,9 s'il n'y est pas allée
le samedi.

1. Expliquer pourquoi les deux épreuves consistant a regar-
der si Michaela va a la péche le samedi et le dimanche ne
sont pas indépendantes.

2. Représenter la situation par un arbre pondéré puis déter-
miner la probabilité qu'elle aille au moins une fois a la péche
le week-end.

3. Sachant qu’elle est allée a la péche ce week-end, quelle
est la probabilité qu'elle y soit allée samedi ?

B » Loi géométrique

On considere que la probabilité que Michaela rentre de la
péche aprés 17 h est de 0,4, indépendamment d'une fois
al'autre.

On appelle X la variable aléatoire donnant le rang de la
premiére fois ou elle rentre apres 17 h depuis lI'ouverture
de la péche.

1. Quelle loi suit X ?

Justifier.

2. Calculer p(X < 4) et l'interpréter dans les termes de
I'énoncé.

3. Déterminer la probabilité qu'il faille attendre la 3¢ session
de péche pour qu'elle rentre aprés 17 h.

4. Michaela est allée pécher 4 fois et est toujours rentrée
avant 17 h.

Quelle est la probabilité quelle rentre avant 17 h pendant
ses 9 premiéres sessions (les 4 premiéres comprises) ?

EL] comparaison de lois

Choisir la bonne réponse.

Quand on réalise un grand nombre de fois les expériences

aléatoires suivantes, en moyenne, obtient-on un nombre

plus élevé en:

[a] regardant le nombre obtenu quand on lance un dé

équilibré a huit faces numérotéesde 1a8?

[b] regardant le nombre de PILE obtenus quand on lance

8 fois une piéce de monnaie équilibrée ?
. Démo

EGL) Loi uniforme

Sans utiliser la formule de I'espérance de la loi uniforme

sur{1;2;...;n},démontrer que l'espérance d’une variable

aléatoire X suivant la loi uniforme sur {1;2;3;4; 5} est 3.

I‘ @i!ﬁ)dbﬁm!@Voir la définition de la loi uniforme
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et la formule générale de l'espérance d'une variable
aléatoire.

EGHY La planche de Galton Algo £

A » Avec 3 étages

Dans un jeu télévisé , on fait glisser un palet le long d'une
planche cloutée comme ci-contre (le palet est en bleu et
les clous en rouge).

A chaque étage, le palet ren-
contre un clou et va a gauche
ou a droite puis, aprés 3 étages,
il arrive dans un des quatre
réceptacles et indique le gain
du joueur.

1. a) Quel serait le gain du
joueur si le palet allait a gauche
puis a droite puis a gauche sur
le dessin ?

A droite puis a droite puis a gauche ?

b) Quel serait le gain du joueur si le palet allait une fois a
gauche et deux fois a droite (indépendamment de I'étage) ?
2.0n considere la variable aléatoire X donnant le nombre
de fois ou le palet va a gauche sur le dessin.

a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et en donner
les parametres n et p.

b) Déterminer p(X=0), p(X=1), p(X=2) et p(X=3).

c) Ecrire et
compléter le

program;e gauche =0
for i in range(3):
if random.random()<=0.5:
gauche = gauche+l
if gauche ==
print("..euros")

O IIPAN

1000
euros

5
euros

10
euros

500
euros

import random

Python
ci-contre afin
qu'il simule le
lancer d’'un palet
et affiche le gain
correspondant.
d) Recopier et compléter le tableau suivant donnant la loi
de probabilité de la
variable aléatoire G
donnant le gaina ce
jeu.

g, |1000] 5 [ 10 [ s00
P(G=g,~)

B » Avec 11 étages

On considére le méme dispositif appelé « planche de
Galton » mais cette fois-ci avec 11 étages : c'est le dispo-
sitif utilisé par le présentateur dans la vidéo de début de
chapitre p. 164.

1. Sans justifier, combien de réceptacles y aura-t-il dans
cecas?

2. a) On consideére que les réceptacles sont numérotés de
0 pour le plus a gauche a 11 pour le plus a droite.

Quand on considére une bille, expliquer pourquoi la variable
aléatoire R donnant le numéro du réceptacle dans lequel
elle finit suit une loi binomiale puis donner les parametres
n et p de cette loi binomiale.

b) Tracer le diagramme en barres associé a cette loi bino-
miale c’est-a-dire le diagramme en barres pour lequel les
barres sont centrées sur les valeurs entiéres k entre 0 et n et
dont la hauteur des barres est donnée par p(X = k).

c) Faire le lien avec la vidéo de début de chapitre.



CONTINU

Propriétés de X suivant

une loi uniforme sur {1;2; ... ;n}

e Xprenant les valeurs entiéresde Tan
avec la méme probabilité suit la loi
uniforme{1;2;...;n}.

] p(X: k): l

n

n+1

.E =
X) 5

2 _

n< -1

Preparer le BAC RG]

Propriétés de X suivant
une loi géométrique %4 (p)

e Xdonnant le rang du premier succés quand on réa-
lise successivement et indépendamment la méme
épreuve de Bernoulli suit une loi géométrique.

© EX)=2 s pX=K=(1-p*Txp

e pX<k=1-(1-pk o pX>k =(1-p)k

pX=k)

e Représentation  q,10

° V(X):

12

Epreuve de Bernoulli

\

Epreuve a deux issues :

graphique

typique 0,05

de la décroissance k
exponentielle. 0 5 10 15 20 25

* Loi sans vieillissement: p,_ (X>s+1t) =p(X>1t).

succes et échec.

!

Loi de Bernoulli %(p)

Coefficients binomiaux

X suit une loi %B(p)
sipX=1)=p
etp(X=0)=1-p.

= . n 0
Schéma de Bernoulli
Successions indépendantes

de la méme épreuve
de Bernoulli.

o (Z) :nombre de facons d’obtenir k succeés dans un schéma

de Bernoulli de taille n

¢ Triangle de Pascal

=1
Nlof1]2]3

Propriétés de X suivant

une loi binomiale %(n; p)

e Xdonnant le nombre de succés dans un schéma « [0; b] avec b le plus petit entier
de Bernoulli. telquepX=b)=1-0
o E(X)=np, V(X) =np(1 — p) et 6(X)=/np(1- p) . [a; n] avec ale plus petit entier
n telquepX<a) > a
[ X: k = k 1- n-k
Al ) (kj xprx(i-p) K=K e [a; bl avec aet b les plus petits
e Représentation z’?g entiers tels que :
graphique en forme ’ y<a >2%
de cloche centrée sur 010 pix=a) 2
l'espérance 0,0(5) . etpX=b)=1-<
0 5 10 15 20

Intervalle de fluctuation
auseuildel-q

7 - Lois discrétes
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d'exercices )

d

Mg
B

P> Identifier et travailler avec la loi uniforme 1,34 ,35

P> Identifier et travailler avec une expérience
ou une loi de Bernoulli ou un schéma de Bernouilli

3
5

38,3,41,42,5, 44,45

ode
oyode q}x\ode . Q}x\ode
P Travailler avec la loi binomiale M @A @A —> 751953 5511,6263 6485
J30de  xyode
P> Identifier et travailler avec la loi géométrique g Q) —> 6813,70,17,91,92
2yode
P Manipuler les coefficients binomiaux F —> 15828
gyode
P> Comparer des situations avec l'espérance 10 —) 19, 96, 97
P> Travailler avec des arbres et des probabilités conditionnelles —> 74, 75,76

QCM interactifs
Q Pour les exercices suivants, choisir la( les) bonne(s) réponse(s). lienmini fr/maths-c07-09

o

Pour les exercices a[106), une urne contient 200 boules dont 50 sont roses. On tire successivement 10 fois
avec remise dans cette urne et on considére la variable aléatoire X donnant le nombre de boules roses obtenues.

A (&) C) 0/

Ces 10 épreuves indé- un schéma un schéma une loi une loi
pendantes forment : binomial de Bernoulli binomiale de Bernoulli
X suit la loi %B(n;p) n=200 n=50 n=200 n=10
avec: et p=50 et p=200 etp=0,25 etp=0,25
p(X=3) vaut environ: 0,474 0,25 0,776 0,251

La probabilité d'obte-

nir entre 1 et 4 boules roses 0,678 0,532 0,866 0,72

(inclus) est environ :

106/ La représentation gra- | €n forme de cloche = en forme de cloche = en forme de cloche
phique associée a X est : centrée sur 2,5 centrée sur 10 centrée sur 50

Lorsque I'on lance un

d’une autre forme

dé équilibré a 6 faces, la dde BernoEJIIi dde Bernoylli ; binomiajle binomiéle
variable aléatoire donnant e paraTetre e paran11etre e parametn]es de parametr?s
le résultat O si le résultat est p=— p=— n=6etp=— n=6etp=_
pair et 1 sinon suit une loi : 6 2 6 2
X suit la loi uniforme 10 10,5 11 21
sur{1;2;...;20} E(X) vaut :

Soit X suivant la loi

%(0,02). p(X > 51) vaut envi- 0 0,35 0,357 0,364
ron:

Pyes (X >20) vaut: p(X > 5) p(X > 15) p(X > 20) p(X > 25)
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CONTINU

Intervalle de fluctuation

Dans la cantine d’un lycée, 237 éléves ont réservé un
repas. Les statistiques montrent que lorsqu’un éléve a
réservé, la probabilité qu’il mange finalement a la can-
tine est 0,93.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d'éléves
supposés indépendants qui mangeront effectivement a
la cantine parmi les 237 ayant réservé.

1. Quelle est la loi suivie par X ?

Justifier.

2. Déterminer le plus petit intervalle de fluctuation de X
de la forme [0; k] au seuil de 95 %.

3. Interpréter cetintervalle  yode Sode

dans les termes de 'énoncé.  ~IA p. 175 26 p. 177

Succession d’épreuves

Dans son téléphone, Naim a 457 titres classés en deux
catégories : 261 titres « métal » et 196 titres « électro ».
Il met son téléphone en mode aléatoire et on considére
I'épreuve consistant a jouer un titre et a regarder s'il est
« métal » (M) ou « électro » (E).

Dans tout I'exercice, on donnera les probabilités arrondies
au milliéme.

On suppose que le mode aléatoire joue les titres aléatoi-
rement en faisant simplement en sorte de ne pas rejouer
deux fois de suite le méme titre.

1. La succession de deux de ces titres joués est-elle un
schéma de Bernoulli de taille 2 ?

2. Représenter cette succession de deux épreuves par
un arbre.

3. a) Calculer la probabilité que le téléphone joue exac-
tement un titre « électro ».

b) Le deuxieme titre est « électro ».

Quelle est la probabilité que le premier le soit aussi ?

I‘ Capclapeues Utiliser la définition

o2 o d
d’uneprobabilité conditionnelle. SR

s 3 PR

Triangle de Pascal

Dresser le triangle de Pascal pour n allant
de 0 a 4 et pour tout k entier entre 0 et n.

g50de

= . 180

Comparaison de lois

On considére les deux expériences aléatoires ci-dessous :
« on lance une fois un dé équilibré a quatre faces numé-
rotées de 1 a4 :un succes correspond a un 4 obtenu;

« on lance quatre fois un dé équilibré a douze faces numé-
rotées de 1a 12 :un succés correspond a un 12 obtenu.
Sur un grand nombre de répétition de ces expériences
en moyenne, laquelle de ces deux expériences aléatoires

assure d'obtenir le plus de succés ? s30de
'Y,

=) 5181

Loi géométrique, aspect graphique
Soit X suivant la loi géométrique de parametre p=0,2.
Sans calcul, tracer 'allure du diagramme en barres des
p(X=k) pour k entre 1 et 10 sachant que p(X=10) = 0,027.

I‘ @@({bm@Voir la propriété du cours sur la

représentation graphique d’une loi géométrique.

Intervalle de fluctuation centré

et loi géométrique

Un grossiste en appareils électroniques assure que seu-
lement 2 % des appareils qu'il vend ont des défauts.

La responsable d'une grande surface tire au sort des
appareils parmi ceux livrés par ce grossiste afin de les
tester, ce tirage étant assimilable a un tirage avec remise.

1. a) Si I'affirmation du grossiste est vraie, quelle est la
probabilité que l'on trouve le premier appareil avec défaut
dans les 30 premiers testés ?

I‘ @G I3[ Introduire une variable aléatoire
donnant le rang du premier appareil testé ayant
un défaut.

b) Au bout de combien d’appareils peut-on « s'attendre »
a en trouver un avec défaut ?

¢) Sil'on n'a aucun appareil avec défaut dans les 50 pre-
miers testés, quelle est la probabilité que I'on n'en ait pas
dans les 75 premiers testés ?

d) Si 'on n‘a aucun appareil avec défaut dans les
25 premiers testés, quelle est la probabilité que I'on en
aitunavant le 50¢?

l‘ G B [EIE Utiliser I'événement contraire.

2. La responsable préleve en tout 1500 appareils parmi
ceux livrés par ce grossiste.

On appelle D la variable aléatoire donnant le nombre
d'appareils avec défaut parmi eux.

a) Dans I'hypothese ou I'affirmation du grossiste est
correcte, déterminer p(D < 35) et p(D = 30).

b) Donner un intervalle de fluctuation centré au seuil
de 95 % associé a D dans I'hypothése ou I'affirmation du
grossiste est correcte.

I‘ G C3[ETEB Voir la propriété sur les intervalles

de fluctuation centrés.

) ll'y a 40 appareils avec défaut parmi les 1500.
Cela remet-il en cause l'affirmation du grossiste ?

l‘ Coupldelpouce]

Comparer l'effectif obtenu aux effectifs attendus.

&3ode J5ode syode
p.175 KA p.177 “HA p.179 €N p. 181

Jy0de  n0de

B8
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© VIDEO WEB

a question de la durée de vie des objets électriques Une trés ancienne ampoule
L ou électroniques s'est posée depuis leur existence. T L] /
L'ampoule centenaire de Livermore, en Californie est,
par exemple, la plus ancienne ampoule a incandescence
du monde encore en fonctionnement.

Peut-on estimer la probabilité qu’un appareil
électronique dure encore 2 ans sachant

qu’il est toujours en état de fonctionnement
10 ans apreés son achat ? 9 Activité 3 p. 197




| O Exos 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c08-02 S é Ssdrma th

Calculer I'espérance et la variance.
Une variable aléatoire X suit la loi de probabilité suivante.

Valeurs de k -5 0 2 12
p(X=k) 04 0,2 0,3 0,1

Calculer E(X) et V(X).

Déterminer graphiquement une intégrale
Y

7__
o
5_
4__
3__
2__

it

345 6 7

00— mm e

N Y S

~1

0]

9 10 11 12713
8

Déterminer jf(x)dx.
2

k) Calculer une intégrale a I'aide d’une primitive
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = -x2 + 10.

3
Calculer jf(x)dx.
1

'Y Calculer une probabilité conditionnelle
Dans une classe, trois langues sont enseignées :
I'anglais, I'espagnol et I'allemand.

Tous les éléves suivent les cours d’anglais,

55 % des éléves suivent les cours d'allemand

et 57 % des éléves suivent les cours d’espagnol.
Tout le monde suit au moins deux langues

et certains en suivent trois.

On choisit un éléve au hasard.

Soit I'événement A : « Léléve apprend I'allemand »
et I'événement E : « L'éleve apprend l'espagnol »
Déterminer p(A N E), puis p,(E).

8 « Lois de probabilité & densite 195
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Activites

Y
SES 15§ min

n Passage du discret au continu

A » L'histogramme suivant indique la distribution des ménages francais en 2014 en fonction de leurs revenus.
L'aire de chaque rectangle est exprimée en pourcentage d'unité d'aire (u.a).
L'aire totale est donc de 100 % soit 1 u.a

Nombre de ménages francais (en %)
8-
7-
6-
5-
4
3-
2-
EREER SRR ERRRIIERRREIIIRERERERERR
1 joocoococo QOO0 OO0O0OONANOAAONTNOOLN I —
QMg 7 QRIS LNNANN— — =~ ———0QQ
o_OOO SOO0O0O0OOOOOOO

0 200 600 1000 1400 1800 2200 2600 3000 3400 3800 4200 4600 5000
Revenus mensuels (en euros)

(ORemarque les niveaux de vie supérieurs & 5000 € représentant une proportion trés faible de la population (environ
0,001 %) ils ne figurent pas dans I'histogramme.

On choisit un ménage au hasard dans la population francaise.
1. Quelle est la probabilité que son niveau de vie soit compris entre 800 € et 900 € ?
2. Quelle est la probabilité que son niveau de vie soit compris entre 1 200 € et 2 000 € ?

3. Quelle est la probabilité que son niveau de vie soit supérieur ou égal a 1 000 €?

B » Dans I'histogramme précédent en reliant les milieux des cotés supérieurs de chaque colonne rectangulaire
on a fait apparaitre une courbe rouge, qui représente une fonction numérique f continue et positive sur [0 ; 5 000]

1. Soient a et b deux nombres de l'intervalle [0 ; 5 000].
A l'aide de fonction f, comment s'écrit

mathématiquement l'aire, en unité d’aire,
du domaine hachuré situé entre la 8
courbe de la fonction f, I'axe des

A Nombre de ménages francais (en %)

7 -
abscisses et les droites d'équations x=a p
etx=b?
5 -
2. Le domaine « total » & situé entre 4
la courbe et I'axe des abscisses sur 3 .

I'intervalle [0 ; 5 000] a une aire trés
voisine de celle constituée par I'ensemble 2
des rectangles de I'histogramme 17

précédent. On peut alors considérer que ¢ . ///. .
I'aire du domaine & tout orange (hachuré 0 a b 5000
et non hachuré) est égalea 1 u. a. Revenus mensuels (en euros)

2000
En vous aidant de la partie précédente, donner une valeur approchée de j f(x)dx (aire du domaine orange

hachuré aveca= 1200 et b =2 000). 1200
= Cours 1 p. 198




B Choix d'un nombre aléatoire dans [0 ; 1]

1. a) On considére une variable aléatoire D qui prend pour valeurs tous les nombres décimaux comportant
au plus 4 décimales, et appartenant a l'intervalle [0 ; 1]. Soit d I'un de ces nombres. Que vaut alors p(D=d) ?

b) On considére une variable aléatoire Y qui prend pour valeurs tous les nombres décimaux comportant au plus
10 décimales, et appartenant a l'intervalle [0 ; 1]. Soit y I'un de ces nombres. Que vaut alors p(Y = ) ?

c) On considére une variable aléatoire X qui prend pour valeurs tous les nombres réels de l'intervalle [0 ; 1].
Soit xI'un de ces nombres. Que vaut alors p(X=x) ?
On dit alors que la variable aléatoire X est continue.

2. Sur un ordinateur avec un tableur on peut utiliser la l‘ @EHEBEEIES On pourra utiliser 'instruction

fonction ALEA() qui renvoie un nombre entre O et 1. NB.SI.ENS(A1:A10000;">=0 1/4";A1:A10000;"<=0 1/2")
pour compter le nombre de cellules dans la « plage

A1 :A10000 » qui affichent un résultat compris entre
0,25et0,5).

a) Simuler dans la colonne A d'un tableur
10 000 tirages aléatoires d'un nombre xentre O et 1.

b) Calculer la fréquence de I'événement : « x € [0,25; 0,5] ».

c) Recommencer plusieurs fois la simulation en appuyant sur la touche F9 du clavier.
Si on admet que la fréquence de cet événement est proche de la probabilité que la variable aléatoire X

soit comprise entre 0,25 et 0,5 conjecturer la valeur exacte de p (0,25 =X=< 0,5).

d) Déterminer de méme la fréquence des événements:« X € [0 ; 0,25] ret« X € [0,85 ; 0,9] » puis conjecturer

ainsi la valeur exacte de p (0 < X < 0,25) etde p(0,85< X <0,9). o1 Fréquence

3. Quels que soient les réels c et d de I'intervalle [0 ; 1] quelle

formule permet de calculer directement p(c < X < d) ? S8R ITANBAIR
22l =il =2l 2g) e

4. A l'aide du tableur on peut obtenir la distribution ci-contre. S o ° o9 oo o oo

Quelle fonction f parait-il pertinent de choisir comme densité 0

de probabilité de X ? 0 0,2 0,4 0,6 0,8 Nombre

L = Cours 3 p. 200

J

Physique _3?'3 min m
B Loi de probabilité sans mémoire

Au 1" juillet 2020, un nouveau théatre dispose d'un grand nombre de dispositifs d'éclairage nécessitant, en
tout, I'utilisation de 10 000 ampoules. Un an apres, le 1¢" juillet 2021, I'éclairagiste a remarqué que le nombre
d’ampoules en état de fonctionnement diminuait de 1 % chaque mois.

On choisit au hasard une ampoule et on note T la variable aléatoire qui associe a chaque ampoule sa durée de
vie, en mois. On considére que la probabilité qu’'une ampoule ait une durée de vie de n mois ou plus, est égale a
la proportion d’ampoules restantes aprés n mois.

1. Quelle est la probabilité que I'ampoule ait une durée de vie :
a) supérieure ou égale a 1 mois?  b) supérieure ou égale a 2 mois ?

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, p(T= n) =0,99".

3. On admet que, pour tout réel x, p(T = x) = e*N0.99)_Quelle est la probabilité que I'ampoule dure :
a) plus de trois mois et demi ? b) moins de huit mois et demi ?

4. Sachant que I'ampoule est en état de fonctionnement le 15 mars 2020, quelle est la probabilité
gu'elle fonctionne encore au 1¢" juillet 2020 ? On notera cette probabilité Pr=gs(T=12).
Comparer avec la probabilité p(T = 3,5) calculée a la question 3.

Démontrer que, quels que soient les réels tet h, p;_ (T = t+ h) = p(T= h)

(ORemarque On dit alors que la variable aléatoire T suit une loi de probabilité sans mémoire. Car la probabilité qu'une ampoule
dure un temps h supplémentaire aprés avoir déja duré un certain temps t ne dépend justement pas de ce temps t déja écoulé.

= Cours 5 p. 204
J

8 - Lois de probabilité a densité
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Cours

Loi a densite

Le temps d'attente, en minutes, a un service d'assistance téléphonique, ou la taille d'un bébé, en cm, a la
naissance sont des variables aléatoires qui peuvent prendre pour valeur un nombre réel quelconque d'un
intervalle. Lensemble des valeurs possibles est donc un intervalle de réels. On dit alors que la variable
aléatoire est continue. On introduit une nouvelle notion : la densité de probabilité.

Densité de probabilité
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est une densité de probabilité (ou une fonction de densité) sur | si et seulement si
fest continue et positive sur |, et si l'aire (en unité d’aire) du domaine compris entre I'axe des abscisses
et la courbe de fsur l'intervalle | est égale a 1 (autrement dit, I'intégrale de f sur | est égale a 1, ce que l'on

notera If =1 0u encore Jf(x)dx =1).
1 1

® Exemple

La fonction f définie par f(x) = 2x est une densité de probabilité sur lintervalle

[0; 1]. En effet, on sait que fest une fonction affine, elle est donc continue sur tout
intervalle de R, et pour tout réel x compris entre 0 et 1, il est clair que f(x) est positif.

1
Deplus: JZxdx =[x2])=1?-02=1

0
Ainsi la fonction f est bien une densité de probabilité sur [0; 11.

Variable aléatoire a densité

Soit fune densité de probabilité sur un intervalle I.

Dire que la variable aléatoire X suit la loi de densité fsur | signifie que, pour
tout intervalle [c; d] inclus dans |, la probabilité p(X € [c; d]) est égale a l'aire
du domaine 9% comprise entre I'axe des abscisses, la courbe de f et les droites
d’équations x=cetx=d.

d
Clest-a-dire: p(X E [c;d]) =plc < X< d) = j f(x)dx.

(4
On dit alors que X est une variable aléatoire a densité.

C
(CRemarque Quel que soit le nombre réel cde l'intervalle lona p(X=¢) = J'f(x)dx =0.

C
Autrement dit, la probabilité que X prenne une valeur donnée a I'avance parmi l'infinité

de valeurs de l'intervalle | est nulle.

Par conséquent les inégalités strictes peuvent étre remplacées par des inégalités larges :
parexemple p(5 <X <12)=p(5 <X<12).

Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de densité fsur I.
On appelle fonction de répartition de la variable X, la fonction F définie sur l'intervalle | par F(x) = p(X < x).

(CRemarque Soit ala borne inférieure de l'intervalle | (a est un nombre réel) alors, pour tout x de |,
X

pX=x)= ff(x)dx. La fonction de répartition F est donc la primitive, qui s'annule en g, de la densité
a X
de probabilité f. Si la borne inférieure de l'intervalle | est - alors : p(X < x) = lim jf(x)dx.
a—-»
a
Exemple
Si X suit la loi de densité f: x+—> 2x sur [0; 1] alors la fonction de répartition F est la primitive de f qui s'annule
en 0, Clest-a-dire F: x+— x2 etalors on a p(0,2 < X < 0,3) = 0,32 - 0,22 = 0,05.
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Les rendez-vous

(résolus

sode
2 Fonction de densité et calcul de probabilite

Enoncé

I ERE NN RN conseilS&MéthOdes (AR R RN N NN

On considere la fonction f définie sur /=[1; 3] par f(x) = -%x+1 . ﬂ Utiliser les propriétés de continuité

1. Démontrer que f est une densité de probabilité sur I. des fonctions usuelles.

2. Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité fsur [1; 3].

a) Déterminer p(X = 2) et p(1,5 < X < 2,5).

b) Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire X.
c) Calculer F(2). Interpréter le résultat en termes de probabilités.

il Solution

1. f est une fonction affine ﬂ continue sur R, donc sur |. De plus ﬂ:

1 1 1 1 1 3
Isxs3&-—Xl=z-——x=-—x3&——+1=2——x+1=——+1
4 4 4 4 4 4

: I La fonction fest définie sur l,donc x el,
ce qui signifie, ici, que x est compris entre
¢ lets.

. E] Pour calculer l'intégrale de fsurl, on

< "utilise une primitive de f.

¢ M En calculant I'intégrale de fon a déja

¢ 7 trouvé une primitive de f mais elle est

. légerement différente de la fonction de
répartition F car elle ne s'annule pas en 1.

ﬁ On doit donc chercher la constante ¢ qui
permet d'avoir F(1)=0.

e0c0cccccccccce eeccccccccccccse eeccccccccs o

& 0,75= f(x)=0,25. Donc f est bien positive sur |.

®e00c000000000000000000000000000000000 o

3 3 2 2
Etona: J(—lx+1jdx=[—lx2+x] =- —3—+3 - —1—+1 =E—Z=§=1. ﬂ
d 4 8 i 8 8 8 8 8
Ainsi, la fonction f est bien une densité de probabilité sur I.

3 3
1 1 32 22 15 12 3
Lwpu>D=MXeD3}{G—xn%x{“whw]=P—+ﬂ-ﬁ—+%=———=—
AN 8 8 8 8 8 8

2

2,5 2,5 2
p(15<X<2,5)= J(—lxﬂ]dx =[—lx2 + x] -2
s 4 8 8

55 39 1
) 32 32 2

2
+2,5J—[—1'5 +15
8

b) La fonction de répartition F est la primitive u de fsurl'intervalle [1; 3] quis'annule en 1.
Les primitives de f sont de la forme :

15

1. x2 x? . 3 2 7
F(x)=—z><—+x+c=——+x+c (ol ¢ est une constante réelle). aOrF(1):0<:>—E+1+c=O<:)c=—§.
2
Donc I'expression de la fonction de répartition de la variable aléatoire X sur [1; 3] est F(x) = —% +X - %
2
c) F(2)= (—2? +2 - gj = % . Cela signifie que la probabilité p(X < 2) est égale a i
8

A vous de jouer ! |,

On considére la fonction g définie sur | =[0; 1] par
glx) = 3.

1. Démontrer que g est une densité de probabilité sur I.
2. Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité g sur
[0; 1]. Déterminer p(X = 0,25) et p(0,5 < X < 0,75).

n Soit f la fonction linéaire dont la courbe est
représentée ci-contre dans un
repere orthogonal.

1. Justifier que fest une densité
de probabilité sur1=[0; 2].

2. Soit X la variable aléatoire
suivant la loi de densité f sur
[0 ; 2]. Déterminer p(X < 1)
etp(0,5<X<1,5).

n Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité
1 .
fix— Ex sur l'intervalle [0 ; 2].

1. Déterminer la fonction de répartition F de la variable
aléatoire X.

2. Calculer F(1,5) - F(0,5). Interpréter le résultat en termes
de probabilités.

Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité
f:x+— 3x% sur l'intervalle [- 1; 0].

1. Déterminer la fonction de répartition F de la variable
aléatoire X.

2. Calculer F(0). Interpréter le résultat en termes de
probabilités.

3. Calculer F(-0,2) - F(-0,5). Interpréter le résultat en

termes de probabilités. .
) Exercices 39 a 50 p. 210

8 « Lois de probabilité a densité
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e Espérance et variance d’une loi a densite

Espérance et variance

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de densité f sur un intervalle I.

Lespérance de X est E(X)= fo(x)dx et la variance de Xest V(X) = j(x — E(X))2f(x)dx.
1 1

(CRemarque La variance peut aussi se calculer a I'aide de la formule de Koenig-Huygens :
V(X)= j x2f(x)dx - (E(X))?

® Exemple Si Xsuitla Ioi dedensité f:x— 2xsur[0; 1] alors:

0
1 1
_ 2’ 2 _ 3.8, 8
Et donc V(X)—J x—g x2xdx=||x ——x+ x 2xdx = || 2x —gx +§x dx -
0

4 3 !
soitvp)=| -8 Al T § 201
2 9 "9 ] 2799

Loi uniforme sur [0 ; 1]

Quand on considére une variable aléatoire donnant un nombre réel choisi au hasard entre 0 et 1, on est
dans une situation ou la probabilité de chaque issue est la méme (équiprobabilité).
Ainsi, dans cette situation on choisira comme densité de probabilité une fonction constante

Y
Loi uniforme sur [0;1] T+
On appelle loi uniforme sur I =[0; 1] la loi de densité de probabilité f,
ou fest la fonction constante égale a 1 pour tout xde .
0 i d
Démonstration 0 1
I La fonction f ainsi définie est bien une densité de probabilité sur [0 ; 1] car elle est continue, positive et l'aire
du domaine entre l'axe des abscisses et la courbe est égale a 1 u.a. sur [0; 1] car c'est un carré de coté 1.

Probabilité dans le cas d’une loi uniforme sur [0 ; 1] 1 J

Si la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [0 ; 1] alors, pour tous
réels cetd comprisentre0Oet1,0ona:

plcsX<d=d-c

1 X
i
1

< Y

04
? Démonstration 0c¢
On peut le voir graphiquement : 'aire du domaine compris entre les droites verticales d'équation x = ¢
et x=d correspond a l'aire d’'un rectangle de largeur d - c et de longueur 1.

Donc l'aire est égale a longueur x largeur =d-c.

¢ Exemple Dans un cabinet médical, on a établi, apres étude statistique, que le temps d'attente était
complétement aléatoire et variait de facon uniforme jusqu‘a 1 heure maximum. Si on appelle X la variable
aléatoire qui correspond au temps d'attente, alors on peut dire que X suit la loi uniforme sur [0; 1].

1 3

Et donc la probabilité qu'un patient attende plus d'un quart d’heure est égale a p(% X< 1) =1- 2 = 7

Un patient a donc 2 ou 75 % de chances d'attendre plus d'un quart d’heure.
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5888 Calculer 'espérance et la variance

d’une variable aleatoire qui suit une loi a densite

Enoncé

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de densité f : x — x —% sur l'intervalle I =[1 ; 2].

Déterminer I'espérance E(X) et la variance V(X).

il Solution

2 2 : JERrS
E(X) = jxf(x)dx = J(xz - —x)dx = [— - —}
1 1

1

2
(E 2| (P )5 119
3 4)1374)3 12 12

2
Et, on a dong, en utilisant la formule de Konig-Huygens : V(X) = Jx2 (x = %)dx = (B)
1

1

A vous de jouer ! |,

E Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de densité
f:x+ 0,5xsur l'intervalle [=[0; 2].
Déterminer l'espérance E(X) et la variance V(X).

250de

Enoncé

LR R R R NN RN NN N ConseiIS&MéthOdes (IR R RN NN NN N RN

ﬂ Il n'existe pas de formule pour déterminer
la primitive du produit de fonctions x x f(x).
Il faut donc développer ce produit.

On procéde de méme pour le produit x* X f(x).

eeeccccccccce,

®ess00ccccccoe

©00000000000000000000000000000000000000000000000 o

12

2 4 2P (94 2 4 12 2
Or J(x3—£)dx= A2l I (P W LA =3.Doch(X)=3—(B =1. ﬂ
2 4 4| (4 4) |4 4 12) 144

ﬂ Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de densité
f:x+—> 3x?sur l'intervalle | = [0; 1].
Déterminer l'espérance E(X) et la variance V(X).

) Exercices 51a 52 p. 211

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0 ; 1]. Calculer les probabilités suivantes.

a)p(X €[0,125;0,387])  b) p(X < %j o p(X=+3-1

l Solution

a) p(X €[0,125; 0,387]) = 0,387 — 0,125 = 0,262

b)p(XS%):p(OSXS%):%—O=l=O,25.

4

LR R RN R RN NN NN conseilS&MéthOdes (IR RN N NN NN RN

o ﬂ Lorsqu'on utilise la loi uniforme sur [0; 1],
: " l'événement : « X = /3 - 1» signifie de facon

implicite « 1= X = /3 - 1» car X est forcément
inférieur ou égal a 1.

©00000000000000000000000000000000000000000000000 o

®esc000000000

ApX=B-N=P3-1=X=<1)=1-(B3-10=2-3~0,268 ﬂ

A vous de jouer ! |,

Un technicien de la société qui fournit I'énergie doit
passer chez Sarah pour relever les compteurs de gaz.ll a
prévenu qu'il passait entre 8h00 et 9h00. Sarah I'attend.
Son temps d'attente, en heures, est une variable aléatoire
T qui suit une loi uniforme sur [0 ; 1].

1. Quelle est la probabilité que Sarah attende moins de
20 minutes ?

2. Quelle est la probabilité que Sarah attende plus de
trois quarts d’heure ?

n Wassim et Lilia utilisent la fonction random() de la
calculatrice qui affiche un nombre au hasard entre O et 1.
Le plus grand nombre obtenu gagne.

1. A la premiére partie, Wassim commence et obtient
0,279 735 6, puis Lilia s'appréte a jouer.

Quelle est la probabilité que Lilia gagne la partie ?

2. A la deuxiéme partie, Lilia commence et obtient
0,996 942 7. Quelle est la probabilité qu'elle gagne

ie?
encore la partie ? ) Exercices 53 a 54 p. 211

8 « Lois de probabilité a densité
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o Loi uniforme sur [a; b]

Quand on considére une variable aléatoire donnant un nombre réel choisi au hasard entre a et b, on est
dans une situation ou la probabilité de chaque issue est la méme (équiprobabilité).
On choisira donc aussi comme densité de probabilité une fonction constante.

Loi uniforme sur [a; b]

Soit a et b deux nombres réels. 1 J @
On appelle loi uniforme sur | =[a; b] la loi de densité de probabilité f, b-al| T ] - 1
¢ lua.
ou fest la fonction constante f : x — 1 pour tout x de . : : d
b-a
(0] | a b
(CRemarque La loi uniforme sur [a; b] peut étre notée AU([a; b]). Cette définition est aussi une propriété qui
peut étre démontrée.
Démonstration
Sur [a; b], fest continue car c'est une fonction constante et est positive car b > a.
L'aire du domaine entre I'axe des abscisses et la courbe est égale a 1 u.a. sur [a; b] car ce domaine est
1 . 1
un rectangle de longueur b-a et de largeur P .On aaire =longueur x largeur = P x(b-a)=1.
- a -—
N Probabilité dans le cas d’une loi uniforme sur [a; b]
Si la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a ; b] alors,
pour tous réels cetddans [a; b],ona:
d-
plcs=sX=<d)= ¢
b-a
® Démonstration
On peut le voir graphiquement : 'aire du domaine compris entre les droites verticales d'équation x=c
* s 1
et x=d correspond a l'aire d'un rectangle de largeur d - c et de longueur b o
. N 1 -a
Donc l'aire est égale alongueur x largeur = b— X(d-c)
-a
On peut aussi le démontrer avec une intégrale : 1 J @
d d d b-a| P
1 X d c i o
p(chsd)=jf(x)dx=j dx = = - I x
b-a b-a b-a b-a
c c c (0] | a cdb
Fonction de répartition d’'une loi uniforme sur [a; b]
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [a ; b]
alors la fonction de répartition de X est la fonction définie sur [a ; b] par :
Flx) = x-a
b-a
Espérance et variance d’une loi uniforme
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [a ; b].
L a+b ) (b—a)?
Lespérance de X est E(X) = —~ et la variance de Xest V(X) = 5
Démonstration
b b 2 P 2 2 2_ .2
X X b a b -a b+a)b-a) b+a
E(X) = [xf(x)dx = [——dx = = - - _brayb-a)_
: ab—a 2(b—a)a 2(b-a) 2b-a) 2b-a) 2(b-a) 2
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Enoncé

(résolus

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [1 ; 5].

1.CalculerpX<2)etp(2 < X<4).

2. Déterminer lI'espérance et la variance de X.

fl Solution |

2-1 1
1. X<2)=plsX<2)="—=— etp <X<4)=
ﬂp( )= p( )5_14ep( )
5+1 5-12 16 4
2. EX)=""=3etV(X)=2 L - 2 _"
) 2 ) 12 12 3

A vous de jouer ! |,

@ X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur l'intervalle [0; 10].
1.Calculerp(X>3)etpX€1[2;7])

2. Déterminer l'espérance et la variance de X.

Sode

Enoncé

4

5—

B Conseils & Méthodes [}

ﬂ Lorsqu'on utilise la loi
uniforme sur [1; 5],
I'évenement i« X <2»
signifie de facon
implicite« 1= X=<2»
car X est forcément
supérieur ou égal a 1.

®e0ccc0000000000000000000 00

N

esoecccccccccccccccs

®ec000c00000000000000

m X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur l'intervalle [-4 ; 4].
1. Calculerp(X=-1)etp(X € [-3;3])
2. Déterminer I'espérance et la variance de X.
) Exercices 55 a 56 p. 211

On considere que le temps d’attente, en minutes, au service d'assistance téléphonique d’un opérateur de téléphone
mobile est donné par une variable aléatoire X qui suit une loi a densité. De plus I'opérateur assure que le temps
d’attente avant d’obtenir un conseiller n‘excédera pas 15 min.

1. Quelle densité de probabilité permet de modéliser ce probleme ?

2. Déterminer la probabilité que le temps d’attente soit :

a) inférieur a 3 min.

ll Solution |

b) supérieur a 10 min.

1. Aucune valeur n'est privilégiée donc on peut modéliser a I'aide
d’une loi uniforme. Comme la variable aléatoire prend ses valeurs
dans [0; 15] ﬂ, on prend la loi uniforme sur [0 ; 15] dont la densité

1
de probabilité est la fonction constante f : x > 15
301

2.a)p(X<3)=—=—
a) p( ) ==

A vous de jouer ! |,

Emilie achéte un pull sur un site de vente en ligne
et paie une livraison « express » comprise entre 24 h et
72 h. On admet que ce délai de livraison D suit une loi
uniforme.

1. Quelle est la probabilité qu’Emilie recoive son pull :
a) dans moinsde 24 h? b) dans plus de deux jours ?
2.En moyenne, dans ce type de livraison « express », quel
est le délai de livraison ?

b) p(X>10) = p(10 < X <15) =

15-10 5

1

B Conseils & Méthodes [

A
£ ﬂSi I'tnoncé ne précise pas

1

: " "le temps minimal d'attente

. cest quil s'agit de 0 minutes!

®ec000000000000000000000000000000

®eccccccce

1
5 15 3

m Un programme informatique fait varier la couleur
de I'écran de veille d'un ordinateur toutes les 10 s en
choisissant aléatoirement une longueur d'onde comprise
entre 400 nm et 670 nm.

Quelle est la probabilité qu'au prochain changement de
couleur, I'écran de veille prenne:

a) la couleur violette (moins de 462 nm) ?

b) la couleur orange (de 600 nm a 625 nm environ) ?

) Exercices 57 a 58 p. 211

8 « Lois de probabilité a densité
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o Loi exponentielle

Densité de probabilité sur [0 ; + o[

Soit A un nombre réel strictement positif.
La fonction f définie sur [0 ; + o[ par f(t) = Ae ™™ est une densité
de probabilité sur [0 ; +oo[.

Loi exponentielle de paramétre A

On appelle loi exponentielle de paramétre A > 0, notée €(A), la loi de probabilité dont la densité est la
fonction f définie sur [0; + o[ par:
fit) =Ae™™

(CRemarque f(0) = Le ™0 =Le® = \. Donc I'ordonnée & l'origine de la courbe représentative de f est égale a A.

Calcul de probabilités

Pour tous nombres positifsa, cetd: ep(X<a)=1-e™M
epX=a)= e M
eplcsX<sd) =eM-_eM

® Démonstration

a

p(X<a)= J.ke‘“dt = [—e‘“]z =—e M _(—eM0)=_g A L o0 =1_g M
0

pX=a)=1-pX<a)=1-pX<a)=1-(1-e )=

d
d
plc<X<d)= J.Xe‘mdt = [—e‘“]c =—e M oM g _o-Md
c

Fonction de répartition

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi €(A) alors la fonction de répartition de la loi exponentielle
de paramatre ) est la fonction F définie sur [0 ; + o[ par F(x) =1 - e,

HOEAER LTI Espérance

L'espérance d'une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramétre A est E(X) = %

Absence de mémoire

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0.

Pour tous nombres strictement positifs t et h,ona:
Pyt X>t+h)=p(X>h)

Démonstration py - , (X> t+h) est une probabilité conditionnelle, donc :

p(X >t) p(X>t) eM

P (X >t +h)

exemple Soit un appareil dont la durée de vie en années est une variable aléatoire qui suit une loi
exponentielle de paramétre L =0,1. On a alors py. ;(X > 5) = p,. (X > 3 +2) = p(X > 2).
Donc si I'appareil a déja fonctionné pendant plus de 3 ans, la probabilité qu'il fonctionne encore 2 ans
de plus (soit plus de 5 ans en tout) est la méme que la probabilité (non conditionnelle) de fonctionner
pendant plus de 2 ans.

©Remarque On dit alors que la loi exponentielle est sans vieillissement ou avec absence de mémoire.
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Enoncé

(résolus

2 Calculer une probabilité avec la loi exponentielle de paramétre A

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A = 2.

Déterminer:a) p(X < 2), p(X> 1) et p,. , (X > 3) et en donner une valeur approchée a 104 prés. b) E(X)

l solution |

a)pX<=2)=T1-e22=1-e*%0,9817 ﬂetp(X> N=e2T=e2%0,1353

D'apreés la propriété « d'absence de mémoire » ona:

Pys>1 X >3)=pys (X > 1+2)=p(X>2)=e22=e*~0,0183 ﬂ

b) E(X) =

> =
N | —

A vous de jouer ! |,

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponen-
tielle de parameétre A = 0,1. Déterminer :

a)p(X<5) b)p(10<X<20) c)py. (X=16) d)EX).

50de

=@l Modéliser avec la loi exponentielle

Enoncé

N Conseils & Méthodes [
ﬂp(X>1)=p(X>1)

On décompose 3 en 1+ 2 pour
montrer la propriété d'absence
de mémoire :

P=pX > t+ h) = p(X> h) avec,
ici, t qui vaut 1 et h qui vaut 2.

0000000000000 000000000000000000000

e®000ccccccceccsccece,
®es00000000000000000

m X est une variable aléatoire qui suit la loi exponen-
tielle de parameétre A = 0,02. Déterminer :
a)p(X>50) b)p(XE15;75]) €)py.(X=80) d)EX).

) Exercices 59a 60 p. 211

La durée de vie d'un appareil photo numérique avant la premiére panne suit une loi exponentielle de paramétre A.
Janek vient d’en acheter un. Les utilisateurs de cet appareil ont signalé une premiéere panne au bout de 4 ans d'utilisation.

1. Déterminer le paramétre A de la loi exponentielle suivie par la durée de vie D de cet appareil photo.

2. Quelle est la probabilité qu'il fonctionne 10 ans sans avoir de panne ?

3.Trois ans plus tard Janek n'a pas eu de panne. Quelle est la probabilité que
son appareil fonctionne encore 2 ans sans avoir de panne ?

il Solution I

1. E(D) = 4. ﬂ Or D suit une loi exponentielle, donc E(D) =

>|

2. p(D = 10) = e-025<10 _ ¢-25 = 0 082.
La probabilité qu'il fonctionne 10 ans est d’environ 8,2 %.
3.Pp=3 (D=3 +2)=p(D=2)=e022=e05%0,607.

A vous de jouer ! |,

Un appareil photo numérique a une durée de vie
moyenne de 10 ans.

1. Déterminer le parametre A de la loi exponentielle suivie
par cet appareil photo.

2. Sachant que cet appareil a fonctionné pendant 10 ans,
quelle est la probabilité qu'il fonctionne encore 5 ans sans
avoir de panne ?

! . Ainsi L 4.Etdonc A = I 0,25.
A 4

Sachant qu'il a déja fonctionné
3 ans, la probabilité qu'il dure encore 2 ans sans avoir de panne est d'environ 60,7 %.

M Conseils & Méthodes [}

Le terme « moyenne »
indique que l'on parle
de l'espérance de la
variable D c'est-a-dire
4 ans.

On pense

a une probabilité
conditionnelle car
on saitque D > 3.

e0c000c0000000000000000 000

e®®00c0cc0c0cc0c0c00c00000 e,
®e0000000000000000000000000”

m Dans un pays, la répartition de la population en

fonction de I'dge pouvait étre modélisée par la densité de
1

. 1 —
probabilité f : x — 1—e 16"
On interroge une personne au hasard dans cette population.
1. Quelle est la probabilité que cette personne ait :
a) moins de 18 ans ? b) plus de 60 ans ?
2. Quel est I'age moyen de la population de ce pays ?

) Exercice 61 p. 211

8 « Lois de probabilité a densité
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Enoncé

fest la fonction définie sur | = [2 ; + o[ par f(x) = %

1. Justifier que la fonction f est une densité de probabilité sur I.
2. Soit X la variable aléatoire a densité f sur |. Déterminer l'espérance de X.

_m U Conseils & Méthodes (SN

1. La fonction f est une fonction rationnelle, elle est continue en chaque point On utilise les propriétés de

continuité des fonctions usuelles.
ﬂ Lintégrale de fsur [2; + [ se traduit

ou elle est définie ﬂ Ainsi f étant définie sur [2 ; + o[, elle est aussi continue

sur [2; +[. Si x € [2 ; +[ alors x est positif, et donc X3 est aussi positif.

8 b
8 étant un nombre positif, le quotient = est donc positif sur [2 ; +0[. par lim If(x)dx. Dans ce cas,
b+
On en conclut que f est continue et positive sur |. 2 b
Etudions maintenant, pour tout réel b supérieur a 2, 'intégrale de fde 2 a b : on calcule d'abord l'intégrale jf(x)dx
2

puis on étudie ensuite la limite
lorsque b tend vers + o0

b
[fGx)dx.
2

1
t conti 2; b[ et est tell = —
fest continue sur [2; B[ et est telle que f(x) =8 x x3 ﬂD’aprés la propriété de quotient

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

®e0000000000000000000000000000000000000 o

g
fadmet donc une primitive F sur [2; b[ telle que F(x) =8 x (—é) = —%. des limites : « e 0»
) PP
b 4 (4) 4
Donc:jf(x)dx:[F(x)]z:F(b)—F(2)=—b—2—(—2—2]=—b—2+1.
2

Si b tend vers +, alors _l.;iz tend vers 0 ﬂ
b
Ainsi, par addition des limites on en déduit: lim Jf(x)dx = lim - iz +1=1.
b—+x 5 b—>+x b

Cela signifie que I'intégrale de f sur I'intervalle | = [2 ;+oo[ est égale a 1.

2. Comme l'intervalle | a une borne infinie on va devoir encore utiliser une limite pour déterminer I'espérance :

b
E(X)= lim Jxf ().
2

b b b b
Or, [xf(x)dkx = [ x S i = [~ {-E] -8 (_ﬁj _8.4
2 S 2% 2

8
Si b tend vers +, alors - tend vers 0.

b
Ainsi, par addition des limites on en déduit: lim J.xf(x)dx = lim 8 +4 =4.Donc E(X) = 4.
b—+x > b+ b

A vous de jouer ! |,

Soit g la fonction définie sur - ; 0] par g(t) = e. m h est la fonction définie sur | =[1; +oo[ par:

1. Soit x un nombre réel strictement négatif. h(x) = 1
0 2"

Démontrer que Jg(t)dt =1-e*. 1. Justifier que la fonction h est une densité de proba-
x bilité sur .

2. Déterminer X'L“_U -e 2. Soit Y la variable aléatoire a densité h sur I.

3. En déduire que g est une densité de probabilité sur a) Déterminer p(Y = 5)

lintervalle ]- o 0]. b) Que peut-on dire de E(Y) ?

4. Soit X la variable aléatoire a densité g sur ]- «; 0].

Déterminer la probabilité que X soit supérieur a -4. ) Exercices 68 a 70 p. 212



m Les rendez-vous
Méthodes -
lienmini.fr/maths-c08-03 S esdrrti ath

2ode
§n Déterminer le paramétre A d'une loi exponentielle % Cours 5 p. 204

Enoncé

Une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 est telle que la probabilité p(x <5)= o

Déterminer la valeur exacte du paramétre A et une valeur approchée a 102 pres.

m ORI Conseils & Méthodes NN

Si X suit une loi exponentielle de paramétre A alors, pour tout réel a positif, :
ona ﬂ:p(X< a)=1-eMa, ﬂOn traduit 'égalité p(X < 5) = S enune

A

Donc pour a = 5, cela donne : p(X < 5) = 1 —e~>%. équation mettant en jeu la fonction

exponentielle a I'aide des formules.

®e00000000000000000000000000000000000000 o°

1 1 3 3 I”G)
Résolvons cette équation : 1— e ™5 = 7 o1- i e et - 7 & 5L = ln(z) Sh= — = 0,06.

eeccccccccce,
e0c00cccccce

A

Or, d'apres |'énoncé p(X <5) = % Doncona: 1-e™

A vous de jouer ! |,

Une variable aléatoire Y suit une loi exponentielle m La durée de vie, en années, d'une calculatrice est
de paramétre A > 0. une variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de

parametre A > 0. On sait que 10 % des calculatrices
tombent en panne durant la premiére année.

m Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de 1. Déterminer la valeur, arrondie a 1072 prés de A.
paramétre A > 0. Sachant que p(X < 2) = 0,75 déterminer A. 2. En déduire la durée de vie, en moyenne, d'une calculatrice.

L Exercices 82 a 84 p. 214

2
Sachant que p(Y=10) = E, déterminer A.

50de
Q
=glt] Déterminer une loi uniforme %U([a; b]) % Cours & p. 202

Enoncé BUUUBN Conseils & Méthodes |RENEE.

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [a; b].
On sait que E(X) = 5 et V(X) = 3. Déterminer les réels a et b.

ll solution |

ﬂ C'est un probléeme a deux inconnues
aet b, donc pour le résoudre il s'agit
de trouver deux équations, qui
vont nous étre données grace aux
formules de E(X) et V(X).

a+b (b-a)? : 3
ESSS et A= 1 ¢ JOn isole d'abord a dans la premiére  :
@l ¢~ “équation puis on remplace a

. . 2 = a+b=10 dans la deuxiéme équation par

On obtient le systeme b a)? = by . . l'expression trouvée dans la .
(b-a)* =3 (b-a) =36 ¢ premiére. On obtient ainsi une 3

) . 12 . ) L ¢ équation a une seule inconnue b, :

On peut résoudre ce systéme en utilisant la méthode « par substitution » ﬂ: ; ) . ]
—10-b _10-b : Clest une équation de laforme x’=¢, :
a=10- - a=10- Résolvons la deuxiéme équation ﬂ : : oucestunnombre réel positif, :
(b-(10-b)2=36  |(2b-10)>=36 * quiadeuxsolutions \/c et -/c. :

(2b—10)2=36<:>2b—10=6ou2b—10=—6<:>b=80ub=2. ®eceessccc0cssccccsssccccsssscscsssse o
Comme a=10-balors a=2 oua = 8. Sachant que a < b, on en déduit que a=2 et b =8

A vous de jouer ! |,

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme m X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme

I . N , ;. N L -I R |
sur l'intervalle [1; b] ou b est un nombre réel supérieura 1. de densité f : x > - sur [a; b] ol @ et b sont des réels

1 . .
Sachant que V(X) = 3 déterminer b. tels que a < b. Sachant que E(X) = 2. Déterminer a et b.

) Exercices 76 a 78 p. 213
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Exercices (apprendre a dém

La propriété a démontrer

Soit A un nombre réel strictement positif. La fonction f définie sur | = [0 ; +oo[
par f(t) = Ae M est une densité de probabilité sur I.

© On utilisera la définition de la densité de probabilité.

» Comprendre avant de rédiger

* Pour montrer que f est une densité de probabilité sur |, il faut vérifier que f
posséde trois caractéristiques :

(@ continue surl. (@ positive surl. (3 son intégrale sur | est égale a 1.
« La difficulté principale est que l'intervalle | sur lequel on étudie la densité de

la fonction f posséde ici une borne infinie. Donc pour calculer l'intégrale de f
X

(6]
sur | et montrer qu'elle est égale a 1, on doit étudier une limite : lim Jf(t)dt.
x—>+°00
» Rédiger
Etape @ La démonstration rédigée
On montre que fest continue sur | . La fonction t— e~ est de la forme e¥ ot u est la fonction affine

u: t+> —At qui est dérivable sur R, donc en particulier sur |
inclus dans R. Or, on sait que si u est dérivable sur un intervalle |
Donc montrer que la fonction est alors la fonction eV est dérivable sur I. La fonction t+—> e est
dérivable puis en déduire qulelle est donc dérivable sur |. Toute fonction dérivable sur un intervalle |
continue. est continue sur | et A étant une constante, on en déduit que

On peut utiliser le fait qu'une fonction )
dérivable est obligatoirement continue.

la fonction f: t — Ae ™ est continue sur |.

Etape ‘ . L
pe@ ==  D'une part, on sait que A est un nombre strictement positif sur |.
On montre que fest positive sur |. D'autre part, on sait que, quel que soit le nombre réel X, eX est

o . strictement positif ; donc e > 0.
Penser a utiliser la condition sur A

f A\t . ers
donnée dans la propriété. Le produit Ae ™! est donc strictement positif sur R

et dong, en particulier, sur 'intervalle I.

Etape @ % Si on pose u(t) = —At, on a alors u’(t) = —A. La fonction f: t —> Ae ™
On montre que l'intégrale de fsur | est égale est donc de la forme —u'(t)e¥® qui admet pour primitive —e¥(®.
al. Donc fadmet pour primitive la fonction F: t+> —e™,

. 7 . x

Le calcul de cette intégrale se fait Ainsion a Jke‘“clt _ [_e_m]x e My e AxO_{_ o AX

en deux temps : o 0

» On commence par calculer I'intégrale Comme A > 0 alors le -Ax =-%, Onsaitque lim eX =0.

pe X400 P
defdeOax, Pue_mdt, ouxestun réel Donc, par composition des limites, on obtient : lim e=**=0.
X+
positif . Donc par soustraction des limites, on en déduit : lim 1-e*¥=1

x>+

* On étudie ensuite la limite de cette .
intégrale lorsque x tend vers +%. c'est-a-dire lim J’ f(t)dt =1
0

X+

D Pour s’entrainer

Démontrer la propriété suivante.

Soit A un nombre réel strictement positif.
La fonction f définie sur | = - ; 0] par f(t) = Ae est une densité de probabilité sur I.
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© DIAPORAMA

Calculs et automatismes

lienmini.fr/maths-c08-05

Calculer des probabilités (1)

X est une variable aléatoire a densité sur [0; 10].
Onsaitque p(X=8) =0,1 et p(X< 3)=0,2.
Déterminer les probabilités suivantes.

a)pX=0) b)pX=2) <pX<8) d)p3=X=<3).

A calculer des probabilités (2)
X est une variable aléatoire qui suit une loi de probabilité
a densité fsur [1;9].

3 7

On sait que jf(x)dx =0,14et Jf(x)dx =0,48.
1 3

Déterminer les probabilités suivantes.

a)pX=<7) b) p3<X=<9)

FI3 Densité y

de probabilité T

Soit f la fonction dont la f

courbe €, est représentée / o~y
ci-contre. -1 0} 1 2
L'affirmation suivante v F

est-elle vraie ou fausse?
f est une densité de probabilité sur [-1; 2]. O 0O

Densité sur un intervalle
On consideére la fonction f: x+— 2x+ 2.

Choisir la ( les) bonne(s) réponse(s).
f est une densité de probabilité sur :

[alfo; 11 [bl-1;01 [cli=1;11 [dlfo;2].

FZ] Identifier une probabilité

Soit X la variable aléatoire a densité f: x+— 8x sur [0; 0,5].

Choisir la ( les) bonne(s) réponse(s).
La probabilité p(X € [0,1; 0,2]) est égale a:

[alo,12 [blos [c]1,2 [d]0,04

FZ] Loi uniforme et simulation TICE
Sur un tableur, linstruction =ALEA() renvoie un nombre
réel pris au hasard dans l'intervalle [0; 1].

La variable aléatoire X prend pour valeur le résultat donné
par cette instruction.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par X ?

2. Déterminer la probabilité que X prenne une valeur
comprise entre 0,584 et 0,992

3. Quelle est I'espérance de X ?

El) Loi uniforme

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [0 ; 10].
1. Quelle est la fonction de densité associée a X ?

2. Déterminer les probabilités suivantes .

a)pX>9) b)pXE[1;4]) c)pX=<2)

matismes

EN Loi uniforme et coit

Loic mange tous les midis a la cafétéria.

Son repas lui colte a chaque fois entre 7 € et 9,50 €.
On considere que le prix du repas de Loic est une variable
aléatoire qui suit une loi uniforme.

Aujourd’hui, il part manger
a la cafétéria.

1. Quelle est la probabilité
que son repas lui colte
moins de 8,20 € ?

2. Quelle est la probabilité
que le prix de son repas
dépasse 9€?

3. En moyenne, quelle
somme dépense-t-il a
chaque repas ?

EX Loi exponentielle (1)

Soit X la variable aléatoire qui suit
la loi exponentielle de paramétre A,
dont la fonction de densité est repré-
sentée ci-contre.

1.Que vautA?

2. Déterminer l'espérance de X.

E:) Loi exponentielle(2)

Une variable aléatoire Y suit une loi exponentielle de para-
métre L. On sait que I'espérance de Y est égale a 20.
1.QuevautA?

2. Déterminer les probabilités suivantes.

a) p(Y > 25) b) p(Y € [5;15]) c) p(Y < 20)

EM Durée de vie

d’un composant électronique

La durée de vie D d'un composant électronique, en années,
suit une loi exponentielle.

On sait que la probabilité qu'il tombe en panne au cours
de la premiere année est égale a 0,1.

Déterminer les probabilités suivantes.

a)p(D>1) b) pp-.(D > 6)

EE Loi exponentielle (3)
On considére une variable aléatoire X suivant la loi
exponentielle de parameétre A = 0,05.

Les affirmations suivantes

sont-elles vraies ou fausses? v :

1. La fonction de densité associée

a cette loi est la fonction f définie O 0O

sur [0 ;+[ par f(t) = 0,05e%.05t

2. l'espérance de X est 20. O O

3. La probabilité que X soit supérieure

a 100 est égale a is o o
e

8 - Lois de probabilité a densité 209
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d'application

Densité de probabilité
et calcul de probabilité “Ep 15
1. Soit fla fonction définie sur 1 =[5 ; 5,5] par f(x) = 2.
Démontrer que f est une densité de probabilité sur
l'intervalle I.

2. Soit X une variable a densité fsur .

Déterminer p(X € [5,1; 5,3]).

1. Soit g la fonction définie sur [ =[0; V21 par glx) =x.
Démontrer que g est une densité de probabilité sur
l'intervalle I.

2. Soit X une variable a densité g sur |. Déterminer p(X < 1).

1
e
Démontrer que h est une densité de probabilité sur
l'intervalle I.

2. Soit X une variable a densité h sur |. Déterminer p(X > 2).

m 1. Soit h la fonction définie sur | =[1; e] par h(x) =

m Soit f la fonction définie sur [1; 2] par f(x) = ;xz.

fest-elle une densité de probabilité sur I'intervalle [1; 2] ?

Soit g la fonction définie sur [0 ; 3] par g(x) = x—%.
3
1. Calculer jg(x)dx.

0
2. g est-elle une densité de probabilité sur [0; 3] ?

m Soit f une fonction définie sur y
[1;3]dontla courbe est représentée 2+
dans le repére ci- contre.

f est-elle une densité de probabilité
sur l'intervalle [1; 3] ?

Soit g une fonction définie sur
[0; 2] dont la courbe est représentée
dans le repére ci-contre.

1. g est-elle une densité

de probabilité sur I'intervalle [0; 1] ?
2. g est-elle une densité

de probabilité sur [1;2]?

On considere une fonction h définie sur [0 ; 3], dont
la courbe est représentée dans le repére suivant.

1. Démontrer que h est une densité de probabilité sur [0; 3].
2. Soit X la variable aléatoire a densité h sur [0 ; 3].
Déterminer p(X < 2).

La fonction f définie par f(x) = 0,1 est une densité de
probabilité sur [2 ; 12]. Soit X la variable aléatoire
a densité fsur [2; 12]. Calculer les probabilités suivantes.
a) p(X = 6) b) p(X € [3; 10])

La fonction f définie par f(x) = x + 1 est une densité
de probabilité sur [0 ;1]. 2

Soit X la variable aléatoire a densité fsur [0; 1].

1. Déterminer la fonction de répartition F de la variable
aléatoire X.

2. Calculer F lj
2

Interpréter le résultat en termes de probabilités.

La fonction f définie par f(x)=i(x2 - x) est une
densité de probabilité sur [1; 3].

Soit X la variable aléatoire a densité fsur [1; 3].

1. Déterminer la fonction de répartition F de la variable
aléatoire X.

2. Calculer F(2).

Interpréter le résultat en termes de probabilités.

La fonction h définie par h(x) = % est une densité de
probabilité sur E ; 2} Soit X la variable aléatoire qui suit la
loi a densité h sur E ; 2}.

Calculer les probabilités suivantes.
a)pX=1) b)p(1<X<§)

m Soit X la variable aléatoire

suivant la loi de densité f sur 1__)/
[0; 2] ou f est la fonction dont @
) . 075+
la courbe 6, est représentée
ci-contre . 05T
1. Déterminer p(X € [0; 1]). 0,25+
2. En déduire p(X € [1; 2]). : P X
3. Déterminer p(X € [0,5; 1,5]) 0 1 2

Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité f
sur[0; 10] ou fest la fonction dont la courbe €, est repré-
sentée ci-dessous. Déterminer :

a) p(X>1,5) b) p(X < 4) Ap(l15=<X<4)

J

Ol 1 2 3456 7 8 910

m On considére la fonction h de l'exercice [E) .
Soit X la variable aléatoire qui suit la loi a densité h sur [0; 3].
Calculer les probabilités suivantes.

a)pXe[0;1]) b) p(XE[1;2]) ApXe(2;3])



Espérance et variance e
d'une variable aléatoire B 20
Dans chaque cas suivant, calculer I'espérance E(X) et
la variance V(X) de la variable aléatoire X.

a) X suit la loi de densité f définie par fix) =2 surl=[5;5,5].

b) X suit la loi de densité g définie par g(x) = xsur1=[0; J21.

¢) X suit la loi de densité h définie par h(x) = 1 surl=[1;el
X

E On considere la densité de probabilité f: x +— s

2
1

sur/ [2 } .

X est la variable aléatoire a densité fsur l.

Calculer E(X) et V(X).

.................................................

@ X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
l'intervalle [0; 1].
1. Quelle est la probabilité de I'évéenement : « X > 0,2 » ?

2. Calculerp lg)(gi .
3 7

3. Déterminer l'espérance et la variance de X.

=113 Sur le chemin du retour
du lycée, Wissam a perdu un
gant qui se trouvait dans sa
poche.
Arrivé chez lui, il s'en rend
compte et refait le chemin
inverse pour le retrouver.
La distance qui sépare sa
maison de son lycée fait 1
km et on suppose que personne n'a ramassé son gant entre-
temps. Quelle est la probabilité qu'il retrouve son gant :
a) avant d'avoir parcouru 0,5 km ?
b) a plus de 0,25 km de chez lui ?

m On choisit au hasard un nombre réel dans l'intervalle
[120; 175]. Déterminer la probabilité que ce nombre soit :
a) égal a 150.

b) compris entre 120 et 125.

c) inférieur a 170.

m T est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur

I 2 . 8
I'intervalle 9’9
1. Calculer les probabilités des événements suivants.

J3-1 b)Te[l-z}

a)l=—"—— i
2 33

) T<l d) T>§
2 9

2. Déterminer I'espérance et la variance de T.

d'applicatio

Julie rend visite a sa meére tous les dimanches apres-
midi. Son heure d‘arrivée est aléatoire mais uniformément
comprise entre 14 h 00 et 15 h 00.

Sa mere, impatiente, est dans l'attente dés que la pendule
sonne 14h00.

1. Quelle est la probabilité qu'elle I'attende moins de dix
minutes ?

2. Quelle est la probabilité qu'elle I'attende plus de quinze
minutes ?

3. En moyenne pendant combien de temps sa mere
I'attend-elle ?

m Pierre fait des courses
tous les samedis matin
dans un supermarché. Le
temps qu'il met pour faire
ses courses est toujours
compris entre 1 h 10 min et
1 h 45 min.

Ce samedi matin il arrive
dans le magasina 11 h 25.
Quelle est la probabilité
qu’il ait fini ses courses
avant13h00?

J5ode

S5ode
=6 A 7] p. 205

................................................

m Y est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle
de parameétre A = 0,4.

1. Déterminer les valeurs exactes des probabilités des
événements suivants, puis donner une valeur approchée

a 107 prés.
a)Ye|[0;6] b) Y& [3; +oo]
ovyel; 2l d)YE;2[U[3;+[

2. Déterminerp(y>5)(Y> 15) et donner une valeur approchée
a 10 prés.
3. Déterminer l'espérance de Y.

m X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle
de parameétre A > 0.

1. Sachant que l'espérance de X est égale a l, déterminer
la valeur du parametre A. 2

2. Déterminer les probabilités suivantes, 8 1072 pres.

a) p(X<10,8) b) p(X > 1) c)p(0,1 <X<0,2)

3. Déterminer py. 5)(X = 2) et donner une valeur appro-
chée a 1074 prés.

m La durée de vie, en années, d’'un appareil est une
variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de
paramétre A = 0,09.

1. Déterminer la probabilité que I'appareil ait une durée de
vie supérieure a 8 ans.

2. Sachant que 'appareil a déja fonctionné pendant 5 ans
sans panne, quelle est la probabilité que I'appareil ait une
durée de vie supérieure a 10 ans ?

3. Quelle est la durée de vie moyenne d'un appareil ?

8 - Lois de probabilité a densité
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..................................................

m Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses? Justifier. v

F
a) La fonction h définie sur | =[-2;-1] O Od
par h(x) = % est une densité de probabilité
X
surl.

b) La fonction g définie surJ=[0; In(2)] par O O
g(x) = 2e™ est une densité de probabilité sur J.

m Soit f la fonction définie sur ]0 ; +o°[ par f(x) = In (x).
1. Montrer que la fonction F : x+— xInx - x est une primitive
de fsur]0; +oof.

2. En déduire que la fonction f est une densité de probabi-
lité sur l'intervalle [1; e].

m Soit fune ¥

fonction défi- 1L

nie sur [0 ; 2] S S T A |
dont la courbe b :
est représentée T 5
dans le repere 0,251 , ;

. ! U
ci-contre. 5 , | : |

1. Reproduire 0,5 1 1,5 2
lafigure.

2. Montrer que f est une densité de probabilité sur [0 ; 2].
3. Soit X la variable aléatoire a densité f.
Représenter, sur le graphique, le domaine correspondant a:

1.3 <l
a) p(xe[E,ZD b)p(x\zl

4. Déterminer les probabilités précédentes.

2
L soit fla fonction définie sur 1= [2 ; 5] par f(x) = ’36—9 .

1. Démontrer que f est une densité de probabilité sur I.

2. Soit X la variable aléatoire qui suit la loi a densité fsur [2 ; 5]
a) Calculer p(X > 3) b) Calculerp3 < X< 4)

3. Déterminer l'espérance de X.

m Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité f
sur [-4 ; 4] ou f est la fonction dont la courbe %, est
représentée ci-dessous.

1. Sachant que f est paire, que peut-on dire de p(X < 0) et
p(X=0)? En déduire p(-1 < X=<0).

2. Déterminer p(-1 = X = 2)

J

_.
N
-
IS

1 25 1
67 1.Soitf|afonctiondéﬁniesurl=[—;—] ar f(x) = ——.
22 P (%) ale

Montrer que f est une densité de probabilité sur I.

2. Dans une certaine population on a pu établir que le
temps, en heures, passé par jour sur les réseaux sociaux
était une variable aléatoire X qui suivait la loi de densité f
sur |. On choisit au hasard une personne dans la population.

a) Quelle est la probabilité qu'elle passe quotidiennement
plus de deux heures sur les réseaux sociaux ?

b) Quelle est la probabilité quelle passe quotidiennement
moins d'une heure sur les réseaux sociaux ?

R . X
3. a) On considére la fonction g :x — ——= définie sur I.

4x
Montrer que la fonction G: x %x\/; est une primitive

degsurl.

b) Déterminer le temps moyen passé quotidiennement sur
les réseaux sociaux par une personne de cette population.

Loi de probabilité
sur [a; +°[ ou sur ]-0; a]

.................................................

g est la fonction définie sur | =[1; +o[ par g(x) = %.
x

1. Justifier que la fonction g est une densité de probabilité sur 1.
2. Soit X la variable aléatoire a densité g surI.
Déterminer I'espérance de X.

m 1. Soit h : x+— e 91 une fonction définie sur un inter-
valle | de la forme [a; +°[ oU a est un réel.

Déterminer la valeur exacte du réel a telle que h soit une
densité de probabilité sur I.

2. Soit X la variable aléatoire a densité h surI.

a) On considére la fonction g définie sur | par g(x) = xe 1%,
Montrer que la fonction G : x> (-10x — 100)e~%'* est une
primitive sur | de la fonction g.

b) En déduire I'espérance E(X).

3 —
fest lafonction définie surl= |- ; ——|par f(x) = —9
2 2x3

1. Justifier que la fonction f est une densité de probabilité
surl.

2. Soit X la variable aléatoire a densité fsur I.

Déterminer l'espérance de X.



Loi uniforme

Tous les jours a 16 h 00, Paul joue a un jeu en ligne
avec deux amis. La durée D, en minutes, pour réunir les trois
joueurs est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme
sur l'intervalle [10; 80].

1. Déterminer la probabilité que les trois joueurs soient
réunis avant 16h30.
2. Calculer lI'espérance de D. Interpréter ce résultat.

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
l'intervalle [- T ; m].

1. Quelle est la fonction de densité associée a cette variable
aléatoire ?

2. Calculer p(X<0) et p(X € [_g ; %])

’

2. Déterminer lI'espérance et la variance de X.

Sur un tableur, on utilise l'instruction TICE

=5¥ALEA()-1 | La variable aléatoire X prend pour

valeur le résultat donné par cette instruction.

1. Démontrer que I'ensemble des valeurs prises par X est
l'intervalle [- 1; 4]. Quelle loi de probabilité suit la variable X ?
2. Calculer la probabilité que la valeur prise par X soit :

a) inférieure a 3. b) comprise entre 0 et 2.

Le temps d'attente T, en minutes, a un guichet de
banque suit une loi uniforme sur [10; 30].

1. Une personne attend depuis un quart d’heure. Quelle
est la probabilité qu'elle doive encore attendre plus de 10
minutes ?

2.a) Soit t un réel compris entre 10 et 30. Exprimer p(X<1t)
en fonction de t.

b) Pour quelles valeurs de t la probabilité d’attendre moins
de t minutes est-elle supérieure ou égale a 90 % ?

Deux amis, Adam et Maél, ont

rendez-vous le méme jour avec un conseiller d'orienta-
tion aprés les cours.

Adam arrive a 16 h 30 tandis que Maél arrive au hasard
entre 16 h 00 et 17 h 00.

Soit H la variable aléatoire donnant I'heure d'arrivée de Maél.
1. Quelle loi suit la variable aléatoire H ?

2. Déterminer la probabilité pour quAdam attende Maél
plus de dix minutes.

3. Sachant que Maél est arrivé avant Adam, quelle est la
probabilité que Maél attende Adam plus de dix minutes ?

d'entrainement

Parameétres a et b ot
d'une loi uniforme

..................................................

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur

l'intervalle [1; b] ou b est un réel supérieur a 1.

On sait que p(X < 2)= g Déterminer le réel b.
5

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
l'intervalle [a ; b] ou a et b sont des réels tels que a < b.
On sait que E(X) = V(X) = 12.

Déterminer les réels a et b.

X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a ; b].
Les affirmations suivantes sont-elles vraies

Vv F
ou fausses?
a)Sia=-6etb=6alors V(X)=12. O 0O
b)SiE(X)=10alorsa=5etb=15. o Od
c)Sia=3etb=4anrsE(X)=%. o ad
d)SiE(X)=10etV(X)=§anrsa=8etb=12. O O

.................................................

On considere la fonction h définie sur | = [0 ; +oo[
par h(t) = 0,5e 95t dont la courbe est représentée sur le
graphique suivant.

0,51

ol 1 2 3 4556 7 8

Soit X la variable aléatoire suivant la loi de densité h sur
[0; +ool.

a) Déterminer la valeur exacte de p(X < 1,5) et vérifier qu'elle
correspond a la valeur approchée indiquée sur le graphique.
b) Méme question pour p(1,5 < X< 4).

c) En déduire la valeur exacte et une valeur approchée de
p(X > 4).

m La durée de vie D, en
années, d'un appareil élec-
tronique est une variable
aléatoire qui suit une loi expo-
nentielle. La probabilité que
cet appareil fonctionne encore
apres 4 ans est de 0,8. Calculer
la durée de vie x pour laquelle
la probabilité qu'il fonctionne
encore soit de 0,5. On arron-
dira le résultat au dixieme.

8 - Lois de probabilité a densité
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d'entrainement

m La répartition de la population d’un pays suivant I'age
de ses habitants a été approchée par la courbe suivante.
Soit X la variable aléatoire représentant I'age d'un habitant
choisi au hasard dans cette population. En considérant que
la population de ce pays est trés grande, on admet que la
loi de probabilité suivie par X peut étre approchée assez
précisément par une loi a densité.

Répartition de la population
0,06+
0,04+
0,02+
Age X (années)
0 20 40 60 8 | 100

1. D’aprés les indica-
tions du graphique
et sachant que l'aire
totale sous la courbe
est égalea 1, conjectu-
rer la loi de probabilité
suivie par X.

2. En déduire une
valeur approchée de
I’age moyen de cette population.

3. Quelle est la probabilité qu'une personne choisie au
hasard dans la population ait un age compris entre 20 et
30ans?

Parametre A

a¥ode
'Q,
=€) p. 207

m Une variable aléatoire T suit une loi exponentielle (de
paramétre A > 0), telle que p(X = 10) = 0,1 déterminer le

paramétre A de la loi.
R ey Théme @
m La durée de vie, en années, d'un

atome de carbone 14 peut étre modélisée par une
variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de
parametre A.

On appelle demi-vie de cet atome le réel t tel que la pro-

babilité qu'il se désintégre avant t années soit égale a l

On sait que la demi-vie du carbone 14 est égale a 5 730 ans.
1. Calculer le paramétre A de la loi modélisant la durée de
vie X du carbone 14.

2. Dans la suite on prendraA =12 x 107>,

Calculer la probabilité qu'un atome de carbone 14 se
désintégre avant 2000 ans

3. Quelle est la probabilité que la durée de vie du carbone
14 soit supérieure a deux demi-vies ?

4. Déterminer la valeur de x telle que p(X > x) = 0,01.
Interpréter ce résultat.

E 1. résoudre I'équation e - e=2* = 0,16.

I‘ U EBEAIE On pourra utiliser le changement

de variable X = e,

2. Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de para-
metre A tel que 0 < A < 1.Sachant que p(1 < X< 2)=0,16,
déterminer la valeur exacte de p(X < 1).

Simulation avec les lois continues

.................................................

m Dans un programme

Python ﬁ ,on utilise l'instruction
3*random.random () +6 afin de générer un nombre
aléatoire. On considere la variable aléatoire Q qui prend
pour valeur le résultat donné par cette instruction.

1. Démontrer que l'ensemble des valeurs prises par Q est
l'intervalle [6 ; 9]. Quelle loi de probabilité suit la variable Q ?
2. Calculer la probabilité que la valeur prise par Q soit :

a) inférieure a 6,54. b) comprise entre 7,261 et 8,641.

E3 Une variable aléatoire X suit une loi Algo #

uniforme sur l'intervalle [0 ; 5].
1. Déterminer l'espérance de X.

2. 0n considére le programme suivant en Python # .
Décrire ce que fait ce programme.

import random

s=0

for i in range(10000):
x=5*random. random ()
s=s+x

print (s/10000)

3. Peut-on prévoir approximativement le résultat qui
s'affichera en sortie de cet algorithme ?

4. Programmer cet algorithme sur une calculatrice ou un
ordinateur, puis le faire fonctionner.

Cela confirme-t-il la réponse a la question précédente ?

Voici un programme Python a Algo 4

import math

def exponF (k,x):
return (l-math.exp (-kx))

def loiexpo (k) :
1=1]
for i in range(1,10):
1.append (exponF (k,i))
return 1

1. A quelle fonction du cours correspond la

fonction exponF (k, x) définie dans le programme ?

2. Que fait la fonction loiexpo (k) ?

3.Tester ce programme sur la calculatrice ou sur l'ordinateur.
Comparer loiexpo (0.5)et loiexpo(0.2).

Que peut-on dire?



.................................

Un gérant de
laverie automatique
achete et installe cing
seche-linge. La durée
de vie d’'un séche-
linge, en années, est
une variable aléa-
toire T qui suit une loi
exponentielle d'espé-
rance E(T) =4

1. Déterminer la valeur exacte de la probabilité qu'un séche-
linge ait une durée de vie de moins d'un an.

2.0n appelle Xle nombre de séche-linge qui tombent en
panne la premiére année.

On considére que la durée de vie d'un seche-linge est
indépendante des autres séche-linge.

a) Quelle loi de probabilité est suivie par X ?

b) Quelle est la probabilité qu'il y ait un séche-linge, et un
seul, qui tombe en panne la premiére année ?

c) Quelle est la probabilité qu'au moins deux séche-linge
tombent en panne la premiére année ?

3. Le vendeur de séche-linge prétend que la probabilité
d’avoir au moins un séche-linge en état de fonctionnement
alafin de la premiére année est supérieure a 99 %.

Que pensez-vous de cette affirmation ?

m La durée de vie, en heure, d'une

ampoule halogéne est une variable aléatoire D qui suit
une loi exponentielle de paramétre A = 0,005.

On met en service 8 ampoules en méme temps.

Soit X la variable aléatoire qui indique le nombre d'ampoules
qui fonctionnent encore aprés 300 heures d’utilisation.
Déterminer une valeur approchée a 10~* prés de la proba-
bilité qu'au moins 6 ampoules fonctionnent encore apres
300 heures d'utilisation.

...............

m Une usine fabrique des composants d'ordinateurs.
Parmi eux, 5% présentent un défaut.

La durée de vie X, en heures, d'un composant sans défaut
suit une loi exponentielle de parametre A, = 0,0001 tandis
que celle, notée X,, d'un composant présentant un défaut
suit une loi exponentielle de parametre A, = 0,0004.

On choisit au hasard un composant dans la production de
I'usine.

Soit D I'événement : « Le compo-
sant présente un défaut. »

Soit A I'événement :

«Le composant a une durée

de vie supérieure a 2 000 h ».

1. Calculer py(A) et p5(A).

2. Compléter 'arbre ci-contre.
3. Déterminer p(A).

4. On récupére dans un ordinateur I'un des composants
fabriqués dans I'usine, ce composant fonctionne toujours,
aprés 2 000 heures d'utilisation.

Quelle est la probabilité qu'il présente un défaut ?

A

D —
A

D _
A

d'entrainement

m A » Un artisan peintre travaille sur un chantier situé
a la périphérie d'une grande ville.

Il arréte de peindre a 16h00 mais il doit toujours prévoir
un temps de rangement avant de repartir en voiture pour
rentrer chez lui.

Ce temps dure en moyenne une demi-heure, et peut étre
considéré comme une variable aléatoire T, exprimée en
heures, qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0.
1. Justifier que le paramétre A de la loi exponentielle est
égala 2.

2. Calculer la probabilité qu'il quitte le chantier avant 16h30.
3. Calculer la probabilité qu'il parte apres 17h00.

B » Sil'artisan part avant 16h30, il évite les embouteillages
sur sa route de retour et peut rentrer sans encombre chez
lui. Sinon il doit changer d'itinéraire de retour pour ne pas
perdre trop de temps et emprunter une autoroute a péage.
1. Quelle est la probabilité qu’il emprunte l'autoroute
payante ?

2. Son chantier doit durer 30 jours au total.

Le nombre de jours ou il doit emprunter 'autoroute payante
est une variable aléatoire que I'on appellera N.

a) Quelle loi de probabilité est associée a N ? Justifier.

b) Déterminer I'espérance de N.

C » Le colt d'un trajet sans péage est égal a 17 €, et un
trajet par l'autoroute payante colte 26 €.

Le co(it total de ces 30 trajets-retours jusqu’a la fin du chan-
tier est une variable aléatoire que I'on notera C.

1. Exprimer C en fonction de N.

2. Dans le devis présenté au client, I'artisan a prévu de
facturer 600 € pour I'ensemble des 30 trajets-retours. Peut-il
espérer dépenser moins que ce qu'il va facturer ? Justifier.

m Sur une portion d'autoroute de
200 km sont placées des bornes d'appel
d'urgence tous les 2 km. Des pannes ou
accidents peuvent survenir au hasard
en tout point de ce trongon. La variable
aléatoire X qui prend pour valeur le kilo-
métrage précis du lieu de la panne suit
une loi uniforme sur l'intervalle [0 ; 200].
Max roule sur cette portion d'autoroute.
1. a) Quelle est la probabilité qu'il
tombe en panne a exactement 1 km
d’une borne d'appel d'urgence ?

b) Quelle est la probabilité qu'il tombe en panne a moins
d’un kilométre d’une borne d’appel d'urgence ?

c) Déterminer la probabilité p(120 < X < 160).

Décrire ce résultat dans le contexte.

2. Finalement, Max tombe en panne pile devant la borne
SOS située au kilometre 160 et il appelle les secours. Le
temps d'attente, en secondes, avant de joindre un cor-
respondant est une variable aléatoire T qui suit une loi
exponentielle de paramétre A = 0,04.

a) Au bout de combien de secondes Max peut-il espérer
obtenir son correspondant ?

b) Calculer la probabilité qu'il attende moins de 10 secondes.
c) Calculer la probabilité qu'il attende plus d'une minute.

8 - Lois de probabilité a densité
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bilan_

EE Probabilité sur le poids des cartables
1

1. Soit fla fonction définie sur 1 =[2; 6] par f(x) = %x 7

Montrer que fest une densité de probabilité sur I'intervalle I.
2. Soit P la variable aléa-
toire qui, a chaque enfant
en CP, associe le poids
de son cartable, en kilo-
grammes. On admet que
P suit une loi de probabi-
lité continue sur | dont la
fonction de densité est la
fonction f définie dans la
question précédente.

a) On choisit au hasard
un enfant.

Déterminer la probabilité
que le poids de son car-
table soit compris entre
3 kg et 4 kg.

b) Déterminer le poids moyen du cartable d’'un enfant de CP.

EM Temps d’attente pour accorder un piano
Antoine un accordeur de piano devant gérer des dépla-
cements, ainsi que des temps de travail, trésaléatoires,
préfére donner une plage horaire indicative de deux heures
a chacun de ses clients. Ainsi il a prévenu sa cliente, Isolde,
qu'il arriverait entre 13h00 et 15h00. On note H la variable
aléatoire correspondant au temps d’attente d’Isolde.

On admet que H suit une loi uniforme.

1. Déterminer la fonction de densité de la loi uniforme
suivie par H.

2. Déterminer la probabilité qu'lsolde attende plus d'une
demi-heure ?

3. Quelle est la probabilité qu’Antoine arrive :

a) a 14h00? b) avant 13h15?

c) entre 13h30 et 14h00 ? d) aprés 14h20?

4. A 14h15, Antoine n'est toujours pas arrivé. Quelle est la
probabilité qu'il arrive dans plus de 5 minutes ?

5.1l est maintenant 14h30 et Isolde doit impérativement par-
tir a son travail a 14h50. Quelle est la probabilité qu’Antoine
arrive avant le départ d'Isolde?

6. Quel est le temps d’attente moyen d’un client d’Antoine ?

EH Durée de vie d’un spectrométre  Physique
La responsable du laboratoire de Physique d'un lycée a
acheté un spectrométre en septembre 2012.

On admet que la durée de vie d'un spectrometre peut étre
modélisée par une variable aléatoire X qui suit une loi expo-
nentielle de paramétre A. On sait que la probabilité qu'un
spectrométre fonctionne plus de 8 ans est égale a 0,42.

1. Déterminer la valeur exacte du paramétre A et montrer
qu'une valeur approchée de A a 1072 prés est égale 4 0,11.
On utilisera cette valeur dans la suite de l'exercice.

2. Calculer p(X < 10) et interpréter le résultat.

3. Quelle est la probabilité que le spectrométre fonctionne
encore en septembre 2020 ?

4. Quelle est la probabilité que la durée de vie du spectro-
meétre soit comprise entre 10 ans et 12 ans ?

5. Au mois de septembre 2020, le spectrométre fonctionne
toujours. Mais, inquiete des risques de dysfonctionnement
de cet appareil durant I'année scolaire, la responsable du
labo calcule la probabilité qu'il fonctionne encore au mois
de mars 2021. Quel résultat trouve t-elle ? Est-ce rassurant ?
6. Donner une estimation de la durée de vie moyenne d'un
spectrométre.

K[ utilisation et durée de vie d’une console
A» Gaby, pour ses 10 ans, a recu une console. Elle ne peut
y jouer que le dimanche. En étudiant les statistiques de
connexion données par la console, sa mére a remarqué que
Gaby y joue en moyenne
pendant 2 heures et au mini-
mum 30 minutes. On admet
que son temps de jeu T, en
heures, chaque dimanche,
est une variable aléatoire
qui suit une loi uniforme
U(la; b).

1. Déterminer l'intervalle [a;
b] qui correspond a la situa-
tion étudiée. ==
2. Un dimanche sa mére la chronométre au moment ou
elle commence a jouer.

a) Calculer la probabilité que Gaby joue pendant plus de
trois heures.

b) Trouver un intervalle de la forme [2 — x; 2 + x] oU x est
un réel tel que p(T € [2 - x; 2 + x]) = 0,90 et interpréter le
résultat dans la situation de I'4noncé.

B » On considére que la durée de vie D, en années, de la
console de Gaby est une variable aléatoire qui suit la loi
exponentielle €(A).

1. On sait qu'en moyenne ce type de consoles tombent en
panne au bout de 5 ans et demi. En déduire la valeur exacte
du parametre A.

2. Calculer p(D < 4). Interpréter ce résultat dans le contexte
de l'exercice.

3.Le jour de ses 12 ans, Gaby décide de donner sa console
a son petit frere Léo. Calculer la probabilité pour que Léo
puisse y jouer encore pendant au moins 1 an avant qu'elle
ne fonctionne plus. Arrondir le résultat au milliéme.
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CONTINU

Densité de probabilite

La densité de probabilité est une fonction f définie
sur un intervalle | telle que :

e fest continue surl.
e fest positive sur I.
° Jf(x)dx =1

[

Variable aléatoire X

d 7
P E [c; d)) = [F(x)dx * Espérance : £(X) = [xf(x)dx
|
C

e Variance : V(X) = j(x ~ E(X))2f(x)dx.
|

7
\

Loi exponentielle
de paramétre A >0

...

« Densité : f(t) = ke ™M sur [0 ;+o0]
Loi uniforme sur [a; b] « Probabilités :

1 cpX=c)=e
* Densité : f(x) = —— spX<d)=1-eM
b- e y Op(C$XSd)=e_M—e_}‘d

. Probablllte:p(XE[c;d]):—b_a 1% . Espérance:E(X):l

a+b b-a)| T T A
e Espérance:E(X)= : - DS

2 , o a cdb

e Variance:V(X) = (b-a)

12

\ J

Loi uniforme sur [0 ; 1] \

o Probabilité:p(XE [c;dl)=d-c¢
e Espérance: E(X)=1

. . _ 1
e Variance:V(X) = Py Py~¢ X >t+h)=pX>h)

Loi sans mémoire

8 « Lois de probabilité & densite 217
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[ Je dois étre capable de ) | Parcours d’entrainement]

i

Mg
=

P Démontrer qu’une fonction f donnée

est une densité de probabilité sur | 1,2,17,18, 36, 37, 38, 39, 40

H
s

&,
[y
. é

5
B
e E )

P> Calculer une probabilité dans le cadre 2
d’une loi a densité (quelconque, &
uniforme ou exponentielle) 3

1,23,4,9,10,11, 12,13,
14, 15, 16, 44, 45, 54, 55, 59, 60

H
d
H

Me
b
ﬁ

)

P Calculer 'espérance d'une variable

e A - o 5,6,9,10,11, 13, 14, 16, 51, 52, 65
aléatoire qui suit une loi a densité

P> Déterminer les paramétres o5de  fS0de  g¥ode  gpode
d’une loi uniforme ou exponentielle A A 0 A 15,19, 20, 21, 22, 23, 78,82

P Appliquer la propriété d’absence

AU St . . 15, 59, 60, 61
de mémoire pour la loi exponentielle

QCM interactifs

Pour les QCM suivants, choisir la(les) bonne(s) réponse(s). [T DB EE
La fonction f: x> a(x - 3) est une densité a=l a=2 a=-2 a=—l
de probabilité sur [3 ; 4] lorsque : 2 2

. . . e . . s 1
Pour les exercices (98] et (99] on considére une variable aléatoire X suivant la loi a densité f : x — — x sur [1; 5].
12

1 5 1 5

p(XE[2;3]),estegaIea: 12 2 2% 2%
31 31

E(X) est égale a: 2 — — 3
(X) est égale a 5 5

Pour les exercices a on considére une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [10 ; 40].

La fonction de densité associée a cette loi ( )_l F(x) = 30 flo)= flx)=
est la fonction f définie sur [10; 40] par : U= 30 S U= 30 =

1 1
p(15 < X< 25),estégalea: 0,25 3 2

E(X) est égale a: 20 25 30 35
Pour les exercices a on considére une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de paramétre A=2.

La fonction fde densité associée a cette loi fit)=2e2 f(t)=0,5e05t fit)=2e2  f(t)= e_Zt
est définie sur [0 ; +o[ par : 2

p(X<1)estégalea: e? 1-¢' 2e? 1-e2
Py~1(X > 3) est environ égale a: 0,14 0,31 0,02 0,95

E(X) est égale a: 2 1 05 02

Une variable aléatoire T suivant une loi exponentielle In(0,5) In(2) In(2) -10
de paramétre A est telle que p(T= 10)=0,5. Alors A estégala: 10 10 T In(0,5)
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CONTINU

Probabilité et astronomie

Une astronome a effectué des relevés du temps d'at-
tente entre deux apparitions d'‘étoiles filantes et a estimé
que ce temps d’attente, exprimé en minutes, pouvait
étre modélisé par une variable aléatoite T suivant une
loi exponentielle de parametre A = 0,2.

Elle emmeéne un groupe de son club pour observer des
étoiles filantes.

1. Déterminer la probabi-
lité que le temps d'attente
entre deux étoiles filantes
soit inférieur a 3 minutes.
2. Lorsque le groupe voit
une étoile filante, quelle
durée minimale doit-il
attendre pour voir la sui-
vante avec une probabilité
supérieure a 0,95 ?
Arrondir ce temps a la minute prés.

3. L'astronome a prévu une sortie de deux heures.
Estimer le nombre moyen d'observations d’étoiles

filantes lors de cette sortie. D'aprés bac
Jhode Jyode

R et M. 205
Représentation graphique
d’une loi a densité

-0,5t
AP Soit g la fonction définie sur [0 ; +o°[ par g(t) = €

dont la courbe est représentée sur le graphique ci-dessous.
Démontrer que la fonction g est une densité de proba-
bilité sur l'intervalle [0 ; +o2[.

0,5+
0,4+
0,31
0,2
0,1

(o]

B » On consideére une variable aléatoire X suivant la loi
exponentielle de paramétre A.

1. Sachant que E (X) = 2, démontrer qu'alors la loi expo-
nentielle suivie par X a pour densité de probabilité la
fonction g définie dans la partie A.

2. a) Reproduire l'allure de la courbe sur une feuille
quadrillée et représenter graphiquement la probabilité
p(1 < X=<23).

b) Vérifier graphiquement la valeur de A trouvée a la
question précédente en indiquant votre méthode.

3.Calculer: a)p(1 < X=<3). b)p,. ,X=4).
D’apres Bac
Syode gyode shode
et “MAp. 205 =B p. 207

Démontrer une propriété

AP Soit A un réel strictement positif. X est une variable
aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A.
1. Sachant que la densité de probabilité de cette loi est la
fonction fdéfinie sur [0 ; +o°[ par f(t) = e, démontrer
la propriété du cours suivante.

Pour tout réel a positif, p(X <a) =1 -e™,

2. Déterminer une valeur de A a 1073 prés de telle sorte
que la probabilité p(X < 2) soit égale a 0,05.

3. Donner l'espérance de la variable aléatoire X.

B » Dans la suite de I'exercice on prend A = 0,025.

1. Calculer p(30 < X < 50).
2. Calculer la probabilité
de I'événement (X > 60). D'aprés Bac
,q}‘S\Dde

=€) . 207
De la bonne utilisation d’un vélo

A P Loise utilise son vélo
pour se rendre au lycée
tous les jours.

La durée de son trajet est
une variable aléatoire sui-
vant la loi uniforme sur
I'intervalle [12; 28].

Elle part de chez elle a
7h35 et les cours com- ¢
mencent a 8h00.

1. En moyenne, combien
de temps dure son trajet ?
2. Quelle probabilité a-t-
elle d'arriver en retard au
lycée ?

3. Loise a rendez-vous avec sa copine Martha a 7h50
devant le lycée.

a) Quelle est la probabilité quelle ne fasse pas attendre
Martha ?

b) Sachant que Loise est arrivée avant Martha, quelle
est la probabilité quelle attende Martha plus de deux
minutes ?

B ® En hiver, Loise fait ses trajets de nuit. Son vélo est
visible grace a un écalairage a LED dont la durée de
fonctionnement en heures peut étre modélisée par
une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle
de parameétre A (ou A est un réel strictement positif).
On sait que la probabilité que I'éclairage fonctionne
encore apres 100 heures d'utilisation est égale a 0,8.
1. Déterminer la valeur exacte de A, puis donner une
valeur approchée 3 1073,

2. Calculer la probabilité que la durée de fonctionne-
ment de |'éclairage soit supérieure a 300 heures sachant
qu'il a déja fonctionné 150 heures.

D’apres Bac
ode ode

'2, 'S‘Dde 'Q}X‘Dde ',
Mt Bp.203 M et WA p. 205

8 - Lois de probabilité a densité
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© VIDEO WEB

Lutter contre le tabagisme

e prix du paquet de cigarettes et le nombre de paquets lienmin.fr/maths-c09-01

de cigarettes vendus font régulierement l'objet
de statistiques qui peuvent aider a lutter contre le tabagisme.

Existe-t-il un lien de corrélation
entre le prix d'un paquet de cigarettes

etle nombre de paquet vendus ?




[ OExo 4 Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c09-02 S é Sdlim ath

=
1 D Calculer les caractéristiques
d’une série statistique a une variable (1)
1. Calculer la moyenne, la médiane, la variance et |'écart-type de la série
statistique suivante.

Valeursdexi 25|37 | 5462|7178

2. Vérifier les résultats a I'aide du menu Stats de la calculatrice.

(=)
) Calculer les caractéristiques
d’une série statistique a une variable (2)
Dans le tableau suivant on a noté la pointure des éleves d’'une classe de 3¢

Pointures 5% 36 37 38 39 40 41 43 44 45

Effectifs n; 1 3 6 6 6 4 3 2 1

A I'aide de la calculatrice déterminer la moyenne, la médiane,
la variance et I'écart-type de la série statistique.

i

—_—

) Tracer une droite
On considere un repére orthogonal dont les axes sont gradués de telle
sorte qu’une unité sur I'axe des abscisses correspond a 4 unités sur I'axe
des ordonnées.
1. Dans ce repére, tracer la droite d d'équation y = 4x + 12.
2. Le point M(11 ; 66) appartient-ilad ?
3. Quelle est 'ordonnée du point de d d’abscisse 25 ?
4. Quelle est I'abscisse du point de d d'ordonnée 204 ?

'3 Déterminer l'équation d’une droite donnée
Dans un repére orthogonal du plan, on considére les points A et B
de coordonnées respectives (-2;11) et (5; 1).
Déterminer I'équation réduite de la droite (AB).

Y Etudier une fonction exponentielle
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e05*+6,
Et on appelle ‘6, sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O ; i, f').
1. Représenter ‘€. a l'aide de la calculatrice graphique.
2, Calculer f(2).
3. Résoudre I'équation f(x) = 2 500.
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Physique 323min

n Nuage de points, point moyen

A» Loi d’ohm

Lors d'un TP de Physique le professeur a demandé a une éléve de mesurer conjointement,
la tension U aux bornes d’un conducteur ohmique
et, I'intensité / du courant qui le traverse. Elle a trouvé
les valeurs ci-contre. UlenV) o|1|(2|4|6|7
Ces valeurs conjointes forment une série statistique

double a deux variables / et U.

1. Dans un repére orthogonal du plan, placer les points M1(0 ;0), M2(4; 1), M3(7 ;2), M4(1 5;4), M5(25 ; 6)
et M6(3O ; 7) associés a cette série statistique. (Attention, il ne faut pas les relier !)

IenmA) | 0 | 4 | 7 | 15|25 |30

Cet ensemble de points est appelé nuage de points de la série statistique.

2. Calculer la moyenne x des valeurs de la variable /, puis la moyenne 7 des valeurs de la variable U.
Placer dans le repére le point G de coordonnées (X ; 7). Ce point est appelé point moyen du nuage.

3. Les points du nuage forment-ils un dessin particulier (droite, arc de cercle, parabole, ou autre courbe
caractérisant une fonction usuelle) ?

B » D’autres statistiques a deux variables

Faire de méme avec chacune des séries statistiques a deux variables suivantes.

1. Un éléve a obtenu chaque mois lors du premier semestre Notes x;enmaths | 13| 8 | 14| 10| 7 | 6
les notes x; en mathématiques et les notes y; en anglais.

2. Une entreprise étudie I'évolution conjointe des quantités
produites x; (en tonnes) et du colt

Notes y;enanglais | 17 | 20 | 14| 6 | 11 | 10

moyen y, de fabrication d'une tonne | ¢ 2 4ite ; (en tonnes) 011051 |15 2|3 |35/ a
de produit (en milliers d’euros).
© Remarque L'étude de séries Colt moyen y; (en milliers d'euros) 8 5 3 115] 1 2 4 7

statistiques a deux variables peut mener,
lorsque cela a du sens, a réfléchir a un éventuel lien de corrélation ou de cause a effet entre les deux variables.
> Cours 1 p. 224

"
TICE __ 10 min

n Ajustement affine avec un tableur

Le ,tableau ICi’con_tre Budget publicitairex; (en millions d'euros) 25 3 34 39 4 5 55 62 7
présente I'évolution
du budget Chiffre d'affaire y; (en millions d'euros) 1318 17 19 19 24 25 31 36

publicitaire et du

chiffre d'affaires d'une société au cours des 9 derniéres années.

1. a) Ouvrir un tableur et entrer les valeurs du tableau ci-dessus dans les colonnes A et B.

b) Insérer un graphique Nuage de points.

2. Que peut-on dire de ces points ?

3. Effectuer un clic droit sur un point du nuage. Sélectionner Ajouter une courbe de tendance dans le menu
contextuel. Dans la fenétre qui s'affiche ensuite, sélectionner linéaire.

l‘ G EBEETE (On pourra aussi éventuellement activer les cases Afficher I'équation et Afficher le coefficient
de détermination qui donnent des informations utiles sur la droite et la série statistique.)

(© Remarque : La droite obtenue ajuste au mieux ce type de nuage.
On dit qu'on vient de réaliser un ajustement affine du nuage.

“» Cours 2 p. 226

J




B Ajustement exponentiel avec GeoGebra

Une youtubeuse a lancé sa chaine de décoration en septembre 2019.

Depuis cette date, elle a essayé de noter, de temps en temps, le nombre
d’abonnés a sa chaine. Les résultats sont présentés dans le tableau ci-dessous
dans lequel chaque mois, ou elle a relevé le nombre d’abonnés, est numéroté
par son rang depuis le mois de septembre, considéré comme rang initial 0.

Mois Novembre | Décembre | Janvier | Mars | Mai | Juin | Juillet | Septembre
Rang du mois xl_ 2 3 4 6 8 9 10 12
Nombre d'abonnés n; 56 61 72 95 150 | 207 312 560
1. Télécharger le fichier GeoGebra. EE
2. Que pouvez-vous dire du nuage de points de cette série statistique double ? Ajustement exponentiel ;
lienminifr/maths-c09-03 [m] eika

3. Dans la colonne C du tableur, calculer le logarithme népérien de chaque valeur n;
de la série du nombre d’abonnés (colonne B)

4, Sélectionner les colonnes A et C puis créer le nuage de points associé a l'aide d’un clic droit
Créer une liste de points.

l‘ CURBEIES © Remarque : 50 L & | E
Ces points étant placés beaucoup 500 Fa 1] 2 50
plus bas dans le repere, il faut changer 450 2 | 3 61
I'échelle a I'aide d'un clic droit au milieu 400 EN 4 n
du graphique, et sélectionner axeX : ol kd s
axeY, puis, 1: 1. 0 s 8 150

300 Py 6 9 207
7 10 298
Qu'observe-t-on? - o . i 2] 500
5. Utiliser alors l'icone #~ ., puis 20 18 9
sélectionner tous les points du nuage ~ '® Fs 0
pour obtenir la droite de régression. m P Fs :; |
6. Lire dans la fenétre Algébre * Frez T
I'¢quation réduite de la droite. 3 0 T 2 e a B e 7 B e o iz e "

On obtient ainsi une relation
(ou fonction) qui lie (approximativement) les valeurs de la colonne C que 'on nommera Jjavec les valeurs X;
de la colonne A.

7. Sachant que y;=1In(n)), en déduire une relation (ou fonction) qui lie (approximativement) les valeurs n;
avec les valeurs x..

\

= Cours 2 p. 226
_J

05 min

n Interpolation et extrapolation

Dans l'activité précédente, on a vu que le nombre d'abonnés n d'une youtubeuse, aprés x mois en partant de
septembre 2019, pouvait étre ajusté par la relation n = e023%+336,

1. Elle n"a pas relevé le nombre d’abonnés sur sa chaine au mois d’ao(t, 11 mois apres son lancement.
A l'aide de I'ajustement obtenu, donner une estimation du nombre d’abonnés au mois d’ao(t.

2, Si la tendance se poursuit, combien d'abonnés peut-elle espérer avoir en janvier 2025 ?

“» Cours 4 p. 230
_J

9 - Statistiques a deux variables
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Cours

o Generalites
Série statistique a deux variables quantitatives

Lorsque l'on étudie conjointement deux caractéres (ou variables) x et y sur une méme population

de taille n, on associe a chaque individu de la population un couple (x;; y)), ol x; et y; sont les valeurs
respectives des variables x et y prises par l'individu « numéro i » (ou i est un nombre entier entre 1 etn,
ou parfois entre 0 etn-1).

On appelle série statistique double (x,y) I'ensemble des couples (x; ; y)) associés a chaque individu

de la population.

On la présente en général dans un tableau.

Valeurs x; de la variable x XX, Xy X, - X e X,

Valeurs y; de la variable y Y Y Vs Ve o Vi D

(© Remarque La liste de valeurs associées a la variable x est une série statistique simple
dont on peut calculer la moyenne X . Il en va de méme pour les valeurs de y dont la moyenne est  :

_9?:

® Exemple

Une équipe de météorologues envoie
un ballon sonde a partir du sol de leur
station située a environ 100 m d'altitude. | Température y (en °C) 25 | 22 | 20 |175/105| 5 1
Le ballon est équipé d'un thermometre

et d’'un altimétre afin de relever simultanément la température atmosphérique et I'altitude atteinte.

Les données relevées forment une série statistique double (x, ).
Ici,x;=0,1ety,=25;x,=04ety,=22;etc...

Nuage de points

Altitude x (en km) 01,0407 | 1 1,51 2 | 25

A chaque couple (x;; ) de la série statistique double (x,)) on peut 25 __ﬁ’
associer le point M; de coordonnées (x; ; y) dans un repeére. il- _|_Mi
Lensemble de ces points est appelé nuage de points associé a la série 20+ +
statistique double (x, 7). 15+ +
10+ G4+
- oge . 5 =+ E +
Point moyen x| L x
On appelle point moyen du nuage, le point G de coordonnées (x ; §) ol 05 1 15 2 25 3

® Exemple

Le point moyen de la série a deux variables (altitude et température)
précédente est G(1,2; 14,4) car :

5= 0,1+0,4+...+2,5 ~12ety= 25+22+...+1 ~14,4

7 7

On cherche s'il existe un lien entre ces deux variables, I'altitude
et la température. On va donc essayer de trouver une courbe qui I N S 4
« approche au mieux » le nuage, c'est-a-dire une courbe qui passeau 0| 05 1 15 2 Z,N
plus prés des points du nuage.
On dit que I'on a effectué un ajustement.
Cette courbe d'ajustement, si elle existe, représente alors une fonction f qui permet quasiment d'exprimer
la variable y en fonction de la variable x sous la forme y = f(x).
Ici, les points sont presqu’alignés donc on peut ajuster le nuage par une droite : on a donc quasiment
une relation du type y = ax + b entre les deux variables x et y de la série statistique.
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m Les rendez-vous

Meéthodes T
lienmini.fr/maths-c09-04 S 2sdlTl Elth

Sode
E.'?.‘?R!?.?E nter une série statistique double
Enoncé
Chaque année une association organise Nombre de lots x; 38 | 26 | 20 | 13 8 34 | 32 | m

une tombola. Elle achéte un certain
nombre de lots puis vend des billets de
tombola par carnets de 10. Le nombre de
lots achetés et le nombre de carnets vendus lors des 9 derniéres tombolas est donné dans le tableau ci-contre
1. Représenter cette série sous la forme d’'un nuage de points dans un repére orthonormé.

2. Calculer les coordonnées du point moyen de ce nuage et le placer dans le repére.

. foreq o
3. Quelle forme présente le nuage de points ? IIIIIIIN Conseils & Méthodes  [RNNNNENN

4. Tracer « au jugé » la courbe associée. 4

il solution

1. Y On obtient la représentation graphique ci-dessous.

). §=38+26+20+138+8+34+32+41=26,5

—_ 69+64+60+59+55+67+68+70
et_y:

Nombre de carnets 9 69 64 60 59 55 67 68 70

Etant donné les valeurs de la série y, il est
plus pratique de commencer a graduer I'axe
des ordonnées a partir de 50, afin de garder
une échelle (1 carreau pour 2 unités)
suffisamment précise.

Pour tracer la droite, on place sa regle

sur le point moyen et on « ajuste » au mieux
la « pente » de facon a passer, en moyenne,
le plus proche possible de tous les points.

©0000000000000000000000000000000000000000000 0

=64

8
Le point moyen a donc pour coordonnées G (26,5 ; 64).

eeccccccscscsccccccccccccse
®ecccccsscccccscsscccssccccsoe

3. Le nuage de points a une forme « allongée, rectiligne, montante ».  *
4. La courbe usuelle qui se rapproche le plus de sa forme globale est une droite. ﬂ

Nombre de carnets

70— +
68
66
64
62
60
58+
56
54+
;2/
50 :
0 2 4

A vous de jouer ! |,

Soit la série statistique suivante a deux variables x et y. ﬂ Le tableau Valeurs x. | © 1 2 3
1

présente le chiffre
5 7 9 12 13 16 , .
Valeurs de x d'affaires annuel Valeurs 12 [ 19 | 31 | 58

INonl1brel de !ots

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

o+

Valeurs dey 27 23 18 13 13 6 (en millions

d'euros) d'un fabricant de micro-processeurs entre 2002
(année de rang 0) et 2005 (année de rang 3).

1. Représenter cette série sous la forme d'un nuage
de points dans un repére orthogonal.

2. Calculer les coordonnées du point moyen de ce nuage
et le placer dans le repére.

3. Quelle forme présente le nuage de points ?

4. Tracer « au jugé » la courbe associée.

) Exercices 20 a 21 p. 236

1. Représenter cette série sous la forme d’un nuage
de points dans un repére orthogonal.

2. Calculer les coordonnées du point moyen de ce nuage
et le placer dans le repeére.

3. Quelle forme présente le nuage de points ?

4. Tracer « au jugé » la courbe associée.
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Cours

e Ajustement affine

Droite d’ajustement, ajustement affine
Lorsque les points du nuage sont sensiblement alignés, on appelle droite d’ajustement une droite qui passe
au plus pres des points du nuage. On dit que cette droite réalise un ajustement affine du nuage de points.
(CRemarques

(1)La variable y peut alors sexprimer de fagon approchée sous la forme y = ax + b (équation de la droite
d'ajustement). Ainsi on estime qu'il existe un lien affine entre x et y.

(2) Il est généralement admis que la droite d’ajustement passe par le point moyen G du nuage.
(3) Pour obtenir cette droite il existe différentes méthodes 'une d'elles est présentée ci-apres.

Méthode des moindres carrés

Soit un nuage de points M,(x; ; y)); <;<,,» une droite d d’équation
= ax+ b qui ajuste le nuage, et les points P,(x; ; ax; + b)

sur la droite d. Il existe un réel a et un réel b tels que la somme
M,P,?+M,P,% +... + M, P, ? est minimale.

Pour ces valeurs de a et de b, la droite d'équation y=ax + b est

M/(x;; ¥;)1<i<, (0u droite de régression de y en x). i

appelée droite des moindres carrés associée au nuage de points X
Démonstration (CRemarque Lidée de laméthode des moindres carrés est de trouver
O VIDEO EiseE une droite d passant « en moyenne » au plus prés des points du nuage.
Démonstration 4 MP; =y, - (ax; + b) représente l'écart entre le point M; du nuage et la droite.
lienminifi/maths-c09-05  [a] at e Lorsquion fait la somme des carrés de ces écarts, on cherche a ce que

le résultat soit le plus petit possible.
I s'agit donc de trouver les nombres a et b qui minimisent cette quantité.

Droite des moindres carrés et covariance

> Apprendre a demontrer p. 236

cov(x, y)
var(x)
cov(x, y) est la covariance des séries statistiques x et y et se calcule de la fagon suivante :
(%, = XNy, = Y) +(x, = X)(y, = Y) +..ee. +(x, -x)y,-)

n

La droite des moindres carrés a pour équation y=ax + b avec a = etb=7y-ax.

cov(x, y)=

(CRemarques
(1) On peut obtenir les coefficients a et b de la droite des moindres carrés directement avec la calculatrice.

(2) La covariance cov(x, ) peut-étre positive ou négative. On peut la noter aussi cxy et pour les calculs on pourra
aussi utiliser :

— x1.y1 +X2_)/2 +""+xn.yn —-xV
Xy n Y

covlx, y)=0

Coefficient de corrélation linéaire
Le coefficient de corrélation linéaire d'une série statistique de variables x et y est le nombre r défini par :
= _ %9
o(x)o(y)

Modele de corrélation et ajustement affine

Le coefficient de corrélation linéaire r vérifie: -1 <r<1:

¢ plus |r| est proche de 1, plus I'ajustement affine est un bon modéle de corrélation entre les variables x et y.
¢ plus |r| est proche de 0, moins I'ajustement n'a de sens.

¢ Si|r] =1, c'est que la droite de régression passe par tous les points du nuage.
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W Les rendez-vous

Méthodes —_——
lenminifymathscos04 D2 SAMMALN

Sode
2 Obtenir la droite de régression =
et le coefficient de corrélation linéaire a la calculatrice &

Enoncé x; (38262013 | 8 |34|32|41
On consideére le nuage de points associé a la série statistique de la

y; | 69]64|60|59|55|67|68 |70

2yode
5 p.225 A l'aide de la calculatrice, déterminer I'équation de la droite - -
d’ajustement du nuage par la méthode des moindres carrés SRR Conseils & Méthodes SN,

et le coefficient de corrélation linéaire. Sur la calculatrice on peut aussi représenter le

(Les valeurs seront arrondies a 1073). nuage de points (voir p. 290). Cela permet de
< s'assurer qu'un ajustement affine a du sens.

-IIS:EHIEII- ®e0000000000000000000000000000000000000

3
=ow

®eccccccoe

L Y
Appuyer sur la touche (o] Appuyer sur la touche Appuyez sur la touche @
de la calculatrice Sélectionner le menu | de la calculatrice. Sélectionner le menu | de la calculatrice Sélectionner
EDIT 1:Modifier puis entrer les valeurs | |

TI-83 Premium CE ¢ . NUMWORKS ' CASIO GRAPH 90+E

de la série statistique dans les colonnes | =eww puis entrer les valeurs le menu Sttt puis entrer les
L1etL2. de la série statistique dans les valeurs de la série statistique dans les
Appuyer de nouveau sur la touche colonnes X1 et Y1. Appuyer sur colonnes.

|E| et sélectionner le menu la touche (2 . Puis sélec:cionner List1 et List2 et appuyer sur @
CALC 4 :RégLin(ax+b). le menu Statsgvous déplacant Vérifier les réglages : 2varXliste :
S'assurer qu'on a Xliste : L1 et avec la fleche Z/. On obtient alors list1 et 2var Yliste : list2.

Yliste : L2. On obtient alors 'équation toutes les caractéristiques de la série Appuyer sur la touche puis

de la droite de régression de y en x, statistique, et notamment, en se sur puis sur @ de nouveau:

ainsi que le coefficient de corrélation déplacant vers le bas LE'J: I'équation on obtient alors I'équation de la droite
linéaire r. de la droite de régression, ainsi que de régression de y en x; ainsi que
le coefficient de corrélation linéaire r. le coefficient de corrélation linéaire r .
Covariance S8 égr Eégsagogz‘;
y=ax+b Iy L4e 8 ks
a=0. 4508032129 ségreseion o P 26%38647254
b=52.05371486 . rz=0.97312808
r2=0.9731280893 b MSe=0.93155957
r=0.9864725487 " y=ax+b
2 0.9731281 (CoFT)
R S S L e R

A vous de jouer ! |,

0
0

o000 [=T=T-]
On consideére le nuage de points associé 8BS n Dans un pays, on a relevé tous les dix ans =)
a la série statistique de l'exercice p. 225 le PIB et la consommation d'électricité par habitant.
Valeursdex | 5 7 9 12 | 13 | 16 PIB pa?r.hablt'ant 5 10116 | 24 | 31
(en milliers d'euros)
Valeursdey | 27 | 23 | 18 | 13 | 13 | 6
Consommation électrique 1 23 | 4 7 | 89
Al'aide de la calculatrice, déterminer 'équation de la droite par habitant (en MWh) ’ '
d'ajustement du nuage par la méthode des moindres carrés ‘
et le coefficient de corrélation linéaire. A l'aide de la calculatrice, déterminer I'équation de la droite
d'ajustement du nuage par la méthode des moindres carrés
et le coefficient de corrélation linéaire.

) Exercices 22 a 25 p. 237
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Cours

e Ajustement exponentiel

Parfois le nuage de points de la série statistiques (x,) a une forme générale qui ressemble a la courbe

d’une fonction exponentielle x — ed*+b

Pour déterminer I'expression de la fonction dont la courbe représentative approche au mieux le nuage de
points on effectue un changement de variable, en posant y’ =In(y) .
Le nuage de points de la série statistique (x, y) présente alors une forme rectiligne que I'on peut ajuster

par la droite de régression de )’ en x, d'’équation )’ =

Onaalors In(y) = ax + b ce qui équivaut a y = e+

ax+b.

Cette équation représente une courbe exponentielle qui ajuste au mieux le nuage.
On dit alors qu'on a réalisé un ajustement exponentiel.

® Exemple
On a étudié l'évolution

presque tous les mois du

N Mois
nombre d'abonnés a la

Nov. | Déc. | Janv. | Mars | Mai | Juin | Juillet | Sept.

chaine d'une youtubeuse Rang du mois x;

2 3 4 6 8 9 10 12

depuis l'ouverture de celle-
ci en septembre 2019.

Nombre d’abonnés y,

56 61 72 95 150 | 207 | 312 560

e Les points P,(x;; y,) de la série statistique (x, y) ne
présentent pas une forme rectiligne.

Un ajustement affine du nuage n'est donc

pas pertinent.

En revanche, on observe une forme de nuage
caractéristique d'une évolution exponentielle
(graphe ().

*Si on considere maintenant les variables x
ety = In(y), on obtient le tableau de valeurs ci-
dessous et le nuage suivant (graphe ).

X 213|468 9 /1012

i

)/'.=|n(y’,) 4 |41 143|46| 5 |53|57|63

7 P
6+ @ P’ _E/7 +°
51 , P’ PS +6
' P P3 +4 +

41 BELE
34
24
1+ .

N N A A S A  Rang du mois x
0| 12345678 910111213

e Les points semblent quasi alignés : on peut donc
effectuer un ajustement affine de la série statistique

(x,9).

La méthode des moindres carrés donne :
¥ =0,23x+3,38

Onaalors:

In(y) =0,23x + 3,38 < y = e023¥ + 338
La courbe d'équation : y = €%23¥*+3.38 ginsj obtenue
ajuste au mieux le nuage de points P; de la série
statistique (x, y) initiale (graphe @).

+-o

Nombre d'abonnés y
550+

500+ @

4504
400+
350+ P,
3004 +
250+ J:
200+
PS

150+ +
100+

50

+_.'U

+-o
N
+-o

, Rang du mois x
9 10 11 12 13

o
N+
w4
St
.
(o))
~
00+

Nombre d’abonnés P
550+ J +

500+ @
450+
400+
350+
300+
250+
200+
150+
100+
504

, Rang du mois x

6 7 8 9 10111213

W
Dt
w4

ol 1 2

© Remarque Cette méthode d'ajustement ne
fonctionne que si la variable y ne prend que des
valeurs positives.

Dans les autres cas il faudra réaliser un changement
de variable un peu différent.
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n Effectuer un ajustement exponentiel

Enoncé

On a relevé, pendant un an, sur différents parcours

de méme longueur, la vitesse moyenne x; des véhicules
et le nombre d'accidents mortels y; au total sur I'année,
pour i entier variantde 1 a 5.

(-]
=T
=]

Vitesse x; (en km-h~") 30 | 50 | 80 | 90 | 100

Nombre d’accidents y; 1 6 41 | 66 | 102

1. Représenter ces données dans un repére orthogonal d’unités bien choisies.

2.0n pose ¥/; = In(y,) pour tout entier i de 1 a 5. Calculer les valeurs de y; arrondies au dixiéme.

3. Représenter le nuage de points (x;; ) dans un autre repére et vérifier que sa forme peut étre ajustée par une droite.

4. Déterminer I'équation de la droite de régression de y'en x. (les coefficients seront arrondis a 1073 pres).

5. En déduire une expression de y en fonction de x.

il solution

1. On obtient le nuage suivant. ﬂ

Nombre d'accidents y
120+

100+ +
80+
60+ T
401 +
20+

L+ \{iteslsexl(enlkm~lh")

ol 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12

2. On obtient le tableau suivant.
x| 30 | 50 | 80 | 90

1

WA 0 1,8 | 37 | 42 | 46

100

3. On obtient la représentation graphique ci-contre ﬂ
On remarque que les points (x; ; §/;) sont presqu'alignés.

4. Avec la calculatrice, on trouve ' = 0,066x - 1,745 et r = 0,993

La forme du nuage obtenu invite a chercher
un ajustement exponentiel.

ﬂ Les valeurs y/; étant beaucoup plus petites
que les valeurs ¥, on sera la plupart
du temps obligé de changer I’échelle de I'axe
des ordonnées et donc d'utiliser un autre repére
orthogonal.

ﬂ On pourra éventuellement utiliser les propriétés
de la fonction exponentielle pour écrire :
= e0066% 5 o=1745 pyjis, avec e!74° = 0,175,
ona:y=0,175e0066

0% 0000000000000 00000000000000000 0
0000000000000 0000000000000000 0000

y +

1 +
4 ¥

3__
2T ¥

‘I__

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x

o| 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110

5. Comme ¥ =In(y), on en déduit que In(y) = 0,066x - 1,745 et donc y = e066* - 17425 ﬂ

A vous de jouer ! |,

E] On considére la série statistique a deux variables
suivante.

Valeursx, | O | 1 | 2| 3

Valeurs y; 12 19| 31|58

1.0n pose ¥;=In (y) pour tout entieride 0 a 3.

Calculer les valeurs y/,.

2. Représenter le nuage de points (x;; ;) dans un repere
et vérifier que sa forme peut étre ajustée par une droite.
3. Déterminer I'équation de la droite de régression de y’
en x. (Les coefficients seront arrondis a 1073 prés)

4. En déduire une expression de y en fonction de x.

ﬂ On mesure l'évolution au cours de temps x, en heures,
du taux de saturation y de monoxyde de carbone d’un
patient intoxiqué qui recoit un traitement a base d'oxygene.

Temps X; (en heures) 0105|1152 |25|3

Taux de saturation y;(en %) | 50| 38|27 16| 8 | 5 | 3

1. Représenter le nuage de points (x;; y;) dans un repére
orthogonal d'unités bien choisies.
2.0n pose z;=In(y) pour tout entieride 1 a 6.
Calculer les valeurs z,.
3. Déterminer I'équation de la droite de régression de z
en x. (Les coefficients seront arrondis a 1073 prés).
4. En déduire une expression de y en fonction de x.
) Exercices 26 a 28 p. 237

9 - Statistiques a deux variables
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0 Interpolations et extrapolations

Lorsqu’on a pu réaliser un ajustement (affine ou exponentiel) satisfaisant pour le nuage de points d'une
série statistique a deux variables x et y, alors on peut considérer, si cela a du sens dans la situation étudiée,
que les quantités x et y ne sont pas complétement indépendantes I'une de l'autre et ont un lien qui peut
étre modélisé par une fonction f (affine ou exponentielle), qui correspond a I'ajustement trouvé, et telle
que y =f(x).

Cela permet d'estimer (graphiquement ou algébriquement) une valeur de la quantité y qui pourrait
correspondre a une valeur théorique de la quantité x, non relevée initialement dans I'étude statistique.
Et réciproquement on peut aussi estimer une valeur de x qui pourrait correspondre a une valeur donnée
de y. Dans le cas ou les valeurs choisies restent dans le « domaine d'étude » défini par I'échantillon, on dit
que l'on réalise une interpolation. Dans le cas contraire, il s'agit alors d’'une extrapolation.

® Exemples
(@) Le nuage de points ci-contre représente Taille y/ (en cm)
la masse x (en kg) et la taille y (en cm) d’un 140
enfant, relevés par son médecin traitant T T T ;
lors des 6 derniéres visites médicales. 1201
La forme du nuage a permis de réaliser droL
un ajustement affine. |
La droite d’ajustement obtenue permet W T T T T !
de modéliser de facon approchée le lien 90
entre les deux variables. 80+
Ainsi on peut estimer graphiquement 70+ ;
que si I'enfant avait été voir son médecin, 60
entre la 5€ et la 6° visite, au moment ou il 50 + . . . . . | .  Massex(enkg)
mesurait environ 100 cm, la pesée aurait o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
probablement donné une valeur autour
de 16 kg.
Les deux valeurs y= 100 et x = 16 font partie du domaine d‘étude qui vade y,,; =53 ay,,,, = 113 d'une part,
etdex, =4ax, . =20

Alors l'estimation que nous venons de faire s'appelle une interpolation. Nous avons interpolé la valeur
16 kg a partir de la valeur 100 cm (on aurait tout aussi bien pu interpoler la valeur 100 cm a partir de la
valeur 16 kg).

Sil'on souhaite faire une estimation en dehors du domaine d'étude (par exemple pour y = 130 on estime

x = 24) on réalise une extrapolation.

Nous pouvons extrapoler (imaginer) la masse d’environ 24 kg de I'enfant lorsqu'il mesurera 130 cm.

(2 Dans un laboratoire, on étudie I'évolution d’une population de bactéries anaérobies.
Le nombre y. de bactéries est relevé a différents instants x; en heures.

Temps x; (en heures) 0 1 2 4 5 6 900 Nombre y; de bactéries

Nombres y; de bactéries 10 | 18 | 33 | 121 | 205 | 400 57;(3)8 4
Aprés avoir représenté le nuage de points (xi;yi) et consta- 700 !
té qu'il présentait une forme « ajustable » par une courbe 600
« exponentielle », on a réalisé un ajustement exponen- 5004 !
tiel avec la méthode de la page précédente et on a tracé la 4004
courbe de la fonction obtenue. Cette courbe permet de mo- ;
déliser de facon approchée le lien entre les deux variables. 300
Ainsi, graphiquement, on peut estimer le nombre de bactéries 2004
qu’il y avait au bout de 3 heures : soit environ 60 (interpolation). 1004
En supposant que I'évolution observée se prolongera d’heures 60 T~y flemps x; (enl heuires)
en heures on peut estimer le nombre de bactéries qu'il y aura au 0 1 2 3 4 5 6 7

bout de 7 heures : environ 730 (extrapolation).
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=) €ffectuer des interpolations et des extrapolations
Enoncé

Pour I'achat d’une grosse quantité de ballons de handball, un fabricant propose un tarif
dégressif selon la quantité
d’articles commandés. Nombre de ballons x; | 100 | 500 | 1000 | 2000
Le tableau ci-contre présente
un relevé des prix proposés.

Prix unitaire y,(en€) | 1990 | 19 | 17,90 | 15,50

1. Déterminer I'équation de la droite de régression de y en x et le coefficient de corrélation r.
2. D’apreés le coefficient r, 'ajustement affine de cette série statistique semble-t-il un bon choix ?
3. Déterminer le prix unitaire que devrait proposer le fabricant pour un achat de 1500 ballons.

4. Quelle quantité de ballons faudrait-il acheter pour obtenir un prix unitaire de 12 € ?

m N Conseils & Méthodes [N

1. et 2. Avec la calculatrice on obtient : y = —0,0023x + 20,16. Et le coefficient : ﬂ Plus rest proche de -1,

de corrélation r = -0,99978. [l Ce coefficient de corrélation est trés proche de -1, plus sa valeur absolue est proche
ce qui signifie que les points sont presque tous alignés et que |'ajustement affine de 1:clest l'indicateur d’'une tres
de cette série statistique est donc particulierement recommandé et tres précis. bonne corrélation linéaire entre

3. On peut effectuer une interpolation en utilisant I'équation de la droite les deux variables étudiées.

d'ajustement. On obtient alors y = -0,0023 x 1 500 + 20,16 = 16,71.
Ainsi pour un achat de 1500 ballons, le prix unitaire que devrait

ﬂ Les résultats d'interpolation
.~ etdextrapolation ne sont
proposer le fabricant pourrait étre d'environ 16,70 €. ;o que d,es valeurs indicatives
¢ quidécoulent de beaucoup
¢ dapproximations et
d‘ajustements successifs,

donc ils doivent toujours étre

4. Dans cette question, on sort du domaine d'étude (entre 15,50 € et 19,90 €
d'apres le tableau), on va donc réaliser une extrapolation, toujours a partir
de I'équation de la droite d'ajustement. On a alors :

©000000000000000000000000000000000000000000 o

12-20.16 donnés avec beaucoup de
12=-0,0023x+20,16 & x = TO‘B ~3548. précautions (utiliser le subjonctif
) o o ) . et de termes comme « environ »,

Pour obtenir un prix unitaire de 12 €, il faudrait probablement acheter une quantité « probablement »...)

de ballons proche de 3550. ﬂ e eeecesccsccsecsscasecsscsssssans “e
Le nuage de points (x;; y) suivant donne le nombre n Dans une école primaire, chaque année depuis 2014
total d’entrées annuelle y; (en milliers) d'un cinéma muni- (@année de rang 0), on a relevé le nombre de livres emprun-
cipal selon I'année x; depuis 2010 (année de rang 0). tés a la bibliothéque de I'école.

Ce nuage a été ajusté par la droite d représentée en violet.

1.l manque les données de 2014. Estimer graphiquement Rangdelannéex; | 0 | 1 I I

le nombre d'entrées que le cinéma a totalisé cette année-la. Nombre de livres y, | 201 | 187 | 191 | 162 | 163 | 134
2. Si la tendance observée se poursuit encore pendant

plusieurs années, en quelle année le cinéma peut-il espé- 1. Déterminer I'é¢quation de la droite de régression de y
rer atteindre les 24 000 spectateurs par an ? en x et le coefficient de corrélation r.

T " 2. D'aprés le coefficient r, I'ajustement affine de cette série
Nombre y; d'entrées (en milliers)

234+ statistique semble-t-il un bon choix ?
2o 3. Peut-on estimer le nombre de livres qui seront emprun-
1] tés a la bibliothéque en 2021 ?
4. Si la tendance se poursuit selon cet ajustement affine
/20’ + pendant les prochaines années, en quelle année pour-
:z" Rang de fannée rait-on avoir moins de 65 livres empruntés ?

10l 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 ¥ Exercices 30231 p. 238

9 - Statistiques a deux variables 231
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Ea Calculer par la méthode des moindres carrés % Cours 2 p. 226

Enoncé

Le tableau ci-contre représente la masse x (en kg)

et la taille y (en cm) d'un enfant, relevés par son médecin

traitant lors des 6 derniéres visites médicales. Taille , (en cm) 53 61 72 78 94 113
]

Masse x; (en kg) 4 54 1102 | 1 126 | 198

1. Calculer la covariance de x et y puis la variance de x.
2. En déduire I'équation de la droite de régression de y en x.
3. Représenter le nuage de points (x;; y;) dans un repére puis tracer la droite de régression.

il Solution

1. On commence par calculer les valeurs des moyennes X et y :
— 4+54+10,2+11+12,6+19,8 63 — 53+61+72+78+94+113 471
X = 5 =?=10,5 et_)/= 5 =T=78,5

Puis on peut s'aider d'un tableau pour détailler les étapes du calcul.

Masse x; (en kg) 4 54 10,2 1 126 | 198 B Conseils & Méthodes .

Taille y; (en cm) 53 61 72 78 94 113 x;=4et x=10,5
, donc l'écart est égal
Ecarts x; - x -6,5 -51 | -03 | 05 2,1 9,3 34-105=-65.
Ecarts y,- 5 -255 [ -175| -65 | =05 | 155 | 345 ﬂ Pour tracer la droite on fait

un tableau de valeurs

en choisissant deux valeurs
de x relativement éloignées
pour améliorer la précision

du tracé et en calculant

Produit des écarts

_ _ 165,75 | 89,25 | 1,95 | -0,25 | 32,55 |320.85
(x,' - x)(y,' - _)’)

La covariance est la moyenne des produits des écarts :
165,75 +89,25+1,95-0,25+32,55+320,85 610,1

o000 0c000000000000000000000 000

.
o
b
.
.
.
.
.
.
.
o
o
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

cov(xy) = ~101,68 le y correspondant a l'aide
6 de I'équation de la droite.
La variance de x est la moyenne des carrés des écarts (x— x ) ececsssscsscctcsssscssccscsson
(-6,5)2 + (=512 +(-0,3)2 + 0,52 +2,12 + 9,32 1595
var(x)= = ~ 26,58 Taille y (en cm)
6 6 120+
2. On en déduit que le coefficient directeur de la droite PP o
cov(x,y) 101,68 T |
de régression de yenxest: a = M = ~ 3,83 100+ !
var(x) 26,58 !
et'ordonnée a I'origine b ~ 78,5 - 3,83 x 10,5 = 38,29. 90 :
Donc I'équation de la droite de régression de y en x est : 80T |
y=3,89x+38,29. A E
ite a l'ai 8 20 601 ;
Z. On F;)elut tracer la droite a l'aide x . Massex(enikg)
'un tableau comme ci-contre . -+
ﬂ y | 695 | 116 0 /4 6 8 10 12 14 16 18 20
E] On considére la série statistique a deux variables x m On a relevé a certaines latitudes x, la température y
et y suivante. ala surface de la mer.
Valeursdex 5 7 9 12 16 Latitudes x; (en) -45 | -20 0 30
Valeursdey 27 23 18 13 6 Températures y,(en”C) | 122 | 129 | 134 | 14,
1. Calculer la covariance de x et y puis la variance de x. 1. Calculer la covariance de x et y puis la variance de x.
2.En déduire I'équation de la droite de régression de y en x. 2.En déduire I'équation de la droite de régression de y en x.
3. Représenter le nuage de points (x;, ) dans un repére 3. Représenter le nuage de points (x; ; ) dans un repére
puis tracer la droite de régression. puis tracer la droite de régression.

> Exercices 38 a 40 p. 240
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2 D'autres ajustements [

Enoncé Années 1990 [ 1994 | 1998 | 2002 | 2006 | 2010
Le tableau ci-contre donne le nombre d’habitants Rang x; ol a4 8121161 20
y; (avecientier de 1 a 6) en Grece, —
en millions d’habitants, tous les 4 ans Nom?;;e d'habitants y; 10,1 110,5 (10,7 |10,9| 11 |11,05
depuis 1990 (année de rang x,=0). (SO
1. Au vu du nuage de points (x;; ) ci-contre, un ajustement affine semble-t-il Nombre d’habitants y,
pertinent ? 1.2 (en millions)

11+ +
2.0n pose, pour tout entier i compris entre 1 et 6, §/;= e".. Calculer les valeurs y/,. +
10,81
3. Représenter le nuage de points (x;, y/;). Vérifier qu'il peut étre ajusté par une droite. 1he +
4. Déterminer la droite de régression de j’en x. ' +
En déduire une expression de y en fonction de x. 104
10,2+
1. Les points (x; ; ) ne semblent pas suivre une tendance « rectiligne », mais plutét -40| 4 8 12 16 20
légerement incurvée, I'ajustement affine ne semble donc pas le mieux adapté a la situation.
2. On obtient X 0 4 8 12 16 20
le tableau
. y,.’ =e)i | 24343 | 36316 | 44356 | 54176 | 59874 | 62944
A-EIIE L Conseils & Méthodes [N
3. On obtient le nuage ! < 3 %
. . & 65000 __)/ . ﬂ Lorsque le nuage présente $
de points ci-contre. + 4 ) . o :
) 60000 + ¢ " "uneforme incurvée non rectiligne -
Les points ('xi i) ) ¢ ilesttres difficile de savoir siil existe  :
sont moins incurves 55000 + ¢ une courbe de corrélation entre 3
et semblent plus alignés : 50000+ ¢ lesdeuxvariables et surtout quelle ¢
4. Ala calculatrice, 45000 + . courbe pourrait correspondre
on obtient : 40000 ¢ carplusieurs courbes de fonctions ¢
¥'=1954x+ 27 466. 5000l + . «usuelles» pourraient convenir.
T . Lechangement de variable proposé :
Ory'=¢,doncy=In(y), [ . 3
N 30000+ 1 ici permet un assez bon ajustement -
c'est-a-dire . 3
55000 . dunuage avec une courbe :
7 =In(1954x + 27466). | R . «logarithme » mais qui n'est )
40l 4 8 12 16 20 ¢ peut-étre pasle meilleur.

A vous de jouer ! |,

=
[=T=1=] [=T=T-]
On considere la série statistique (x; y) =) m La capacité éolienne raccordée en TICE %
suivante. France métropolitaine depuis 2001 (année de rang 0)
forme une série statistique a deux variables.
X 30 45 65 100 | 120 | 165 | 200 | 250
U Rang
c 1 2 3 4 5 6 7
Y| 22| 2 | 2631|3537 38|38 del'année x;
Puissance ¥,
1. Représenter sur la calculatrice le nuage de points (x;; ). (en MW) Ji | o4 | 219 | 751 |2252/4573/6714(8157

2.0n pose, pour tout entier i compris entre 1 et 8,)/,. =e’i;
calculer les valeurs y'.

3. Représenter le nuage de points (x;; /).

Vérifier qu'il peut étre ajusté par une droite.

4. Déterminer la droite de régression de y’en x. Vi= ;. Caleuler les valeurs /.

En déduire une expression de y en fonction de x. 3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de la
série (x, ) et en déduire que le nuage de points (x; ; )
peut étre approchée de fagon pertinente par une droite.
4. Déterminer la droite de régression de y’en x.

En déduire une expression de y en fonction de x.

) Exercices 45 a 47 p. 241
9 - Statistiques a deux variables 233

1. Représenter le nuage de points de la série statistique
(x;9) sur la calculatrice ou sur un tableur.
2.0n pose, pour tout entier i compris entre 0 et 7,
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Exercices (apprendre a démontrer D s S Ak

La propriété a démontrer

La droite des moindres carrés associée au nuage de points M,(x;; ¥),<i<,,
passe par le point moyen G du nuage.

© On utilisera la définition de la droite des moindres carrés.

» Comprendre avant de rédiger

* La droite des moindres carrés déquation y = ax + b passe
par le point moyen G(x ; y) si et seulementsiona y = ax +b.
e L'équation de la droite des moindres carrés est carac-
térisée par les réels a et b pour lesquels la somme
S=M,;P;2+M,P,2 + ... + M P 2 est minimale.

* Montrons donc que les réels a et b pour lesquels S est minimale
vérifient l'égalité b=y - ax.

» Rédiger

Etape @ La démonstration rédigée

Exprimer en fonction de a et b é Comme, pour tout entier i de 1an, M, et P, ont la méme abscisse x;,

lasomme S=M,P .2 +....+ M P 2 alorsona:MP, = /(ax, + b - 7,)? etdonc MP2 = (ax; + b - 3)2.
On utilise la formule Donc § = (ax; + b=y;)> + (ax, + b= + ... +(ax, + b= y,)%

MP = {/(xp = %)% + (7 = )2

S peut alors étre considérée comme une fonction de variable b et se
- présente comme une somme de carrés de fonctions affines
Etape @ -

fi: b+ (ax; + b - y,) dérivables pour tout réel b.
On étudie la somme S en fonction

des valeurs de b.

Ainsi, S est dérivable pour tout réel b, eton a:
Etape @ §'(b) = 2ax; +b-y;) + 2axy +b-y,) + ... + Aax, +b-7)
Ona, d'une part, f/(b) = 1 et d'autre =3 ¢
part, pour toute fonction 7
la dérivée de f2 est égale a 2ff,
On peut donc dériver S. §'(b)=2nb + 2(ax1 FAXyt o 0N, =Y =)y =)

Etape @

On détermine la valeur

S'(b)=2(ax; +b-y, +ax,+b-y,+...+ax +b-y)
S'(b) = 2(ax; +axy + ... +ax, +nxXb-y, =y, ... = ¥,)
(

a On résout d'abord S'(b) =0
2nb + 2(ax; +axy + ... +aX, =Y =Yy —...—),) =0

de b pour laquelle S est minimale. ob= Sttt Jn alx + X+ X)) ©b=y-adx.
n n
Pour cela il faut étudier le signe Avec le méme raisonnement, on peut montrer que :
de la dérivée S’ pour tout réel b. S(b)>0&b>y-ax etaussique S'(b) <0 = b <y -ax.

Cela signifie que la fonction S admet un minimum lorsque b = y - ax.

Etape @
On conclut a l'aide de la valeur de b

sur l'appartenance du point moyen G
a la droite des moindres carrés.

Cette valeur de b est I'ordonnée a I'origine de la droite des moindres
carrés. Orb=7y -ax < y =ax +b.

Les coordonnées du point moyen G vérifient I'équation de la droite d
des moindres carrés associée au nuage de points M(x;; ¥, )1 <<,

» Pour s'entrainer

Une valeur du tableau ci-contre a été effacée, mais on sait que le nuage de points x 4 5 . 8
(x;; y) a pu étre ajusté par la droite des moindres carrés d’équation y=-1,1x + 3,35.
Déterminer la valeur manquante.
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EE] valeurs et point moyen

d'une série statistique

1. Recopier et compléter le tableau ci-contre donnant les
différentes valeurs prises par les variables z et t de la série statis-
tique double dont
le nuage de points | Z;
(z;,t) est repré- t
senté ci-dessous. 4
2. Déterminer les coordonnées du point moyen G du nuage)
de la série statistique (z, t).

t

i

36+ - +
324 +
28+ +
244
204 - +
16+
2+ o+
8+ +
4 —+

10 12 14 16 18 20 22 24

o] 2 4 6 8

E™ Equation réduite

et coefficient de corrélation linéaire

1. Le tableau suivant donne les valeurs (x; ; y) d'une série
statistique double (x, y).

Déterminer I'équation réduite (dont les coefficients seront
arrondis au dixieme) de la droite de régression de y en x.

X; 1 3 6 8 [ 12|19 | 21 | 27 | 29

| 5| 1 | 7 | 2|48 |35(30] 1911
Ji

2. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r de la
série statistique (x, ).

15 | Covariance, corrélation
et ajustement affine

On considere la série statistique
double (x, y) dont les valeurs Xi
(x;, ;) sont données dans le tableau ¥ 5 1 7 2

1
ci-contre.

Les affirmations suivantes sont-ellesvraies \V  F
ou fausses?

1. La covariance Oy des variables x et y est
négative.

2. lécart-type o, de la variable x est inférieur
al'écart-type o _de la variable y.

3. Le coefficient de corrélation linéaire est
positif.

4. Un ajustement affine du nuage de points
(x;, y) semble pertinent.

o o o o
o o o ad

EXErCICES ( calculs et automatis

E™ Droite de régression

et ajustement exponentiel

Le tableau suivant donne I'évolution du nombre y de licen-
ciés d’un club d'escalade, chaque année de rang x, depuis
2015 (année de rang 0).Un ajustement affine de la série
statistique (x, ) ne semblant pas approprié, on a ajouté au
tableau une variable y’ dont les valeurs y/ vérifient y/ = In (y,).

Rang x; de I'année 0 1 2 3 4

Nombre de licenciés y;, | 57 72 98 | 150 | 274

Valeurs de y/ =In(y) 4,04 | 428 | 4,58 | 501 | 561

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s)
1. Léquation de la droite de régression de y’ en x a pour
équation (les coefficients sont arrondis au dixieme).
[a] y=512x+278 [B] y=09x+225 [cly=04x+39
2. On peut calculer une valeur approchée de y avec la
formule :
[a] y=494e%4%  [b] y=e0%4225  [c]y=12x17
3. En utilisant I'ajustement exponentiel de la série statistique
double (x, y), on peut prévoir que le nombre de licenciés
dans le club en 2020 sera égal a environ :

[c] 602

[a] 315 [b] 365

Evolution d'un élevage de gardons

Le graphique suivant présente I'évolution annuelle du
nombre de gardons dans un étang depuis I'année 2010
(année 0).

Le nuage de points obtenu peut étre ajusté par une droite
d représentée en rouge.

Nombre de gardons

Années

ol 1 2 3 456 7 8 9

10 11 12 13

Si I'évolution continue pendant encore plusieurs années
selon I'ajustement modélisé par la droite d, estimer
graphiquement:

a) le nombre de gardons dans I'étang en 2018.

b) 'année a partir de laquelle il y aura moins de 3 000 gar-
dons dans l'étang.

9 - Statistiques a deux variables

235



236

d'application

Exercices

................................................

Parmi les nuages ci-dessous, lesquels semblent « ajus-
tables » par une fonction reconnaissable. Citer le nom de la
forme du nuage et le nom de la fonction correspondante.

0451 +y
4 +
035 - to+
3 ++ + 4+
0,25 ++
2 -+
015 +f 1+
1 + -
0,05 + F
X

20| 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 32
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m 1. Dans le nuage de points suivant, parmi les points
A, J, O, D, K, quel point semble étre le point moyen du
nuage?

Y
12
10
8
+ J k

6 + 0
4 + A F b +

+ + +
2

X

0 5 10 15 20 25 30 35 40

2. Peut-on trouver une corrélation entre les deux variables
x et y de la série statistique double associée a ce nuage de
points ?

m Les températures,
en degrés Celsius, de
deux villes A et B ont été
relevées a 7h00 tous les
matins pendant une
semaine.

Les résultats figurent
dans le tableau
ci-dessous.

Ville A : températures x; 7 2 -1 -3 0 3 6
(en°C)

VilleB:températuresy, 45 0 -3 -4 -1 15 3

(en°Q)

1. Dans un repére orthonormé, représenter le nuage de
points M(x; ; 7).

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G du nuage.
Le placer dans le repere.

3. Ce nuage de points présente-t-il une forme caractéris-
tique d’une fonction de référence ?

Si oui, tracer « au jugé » la courbe de la fonction qui passe
au plus pres des points du nuage et qui passe par G.

m Le tableau ci-dessous représente une série statistique
double (x, y).

X 5 10 | 20 | 25 | 40 | 55 | 70

1

y; | 900 | 600 | 450 | 400 | 300 | 275 | 250

1. Dans un repére orthogonal, représenter le nuage de
points M(x; ; ;).

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G du nuage.
Le placer dans le repere.

3. Ce nuage de points présente-t-il une forme caractéris-
tique d'une fonction de référence ? Si oui, tracer «au jugé »
la courbe de la fonction qui passe au plus pres des points
du nuage.



d'application

Exercices

Droite de régression, coefficient
de corrélation linéaire A 0227

@ On considere le nuage de points suivant. eS8

57 +

44
34
2+ +
T + +

o| 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 @ 120 = 140

-1+
2 +
3+ 4+

1. Un ajustement affine de ce nuage est-il pertinent ?

2. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, I'¢quation réduite
de la droite des moindres carrés et le coefficient de corré-
lation linéaire.

..............................................

()
On injecte un médicament dans le sang
d’une patiente en lui faisant une piqlre en intraveineuse.

L\

La concentration y; de ce médicament dans le sang, en
microgrammes par millilitres est relevé a différents instants
x; en heures.

Temps x; (en heures)

0

1

2

4

6

10

Concentration y; (en pg-mL)

90

65

45

23

12

4

=
EIOn Valeursx; | -11 | -3 2 0 -5
considere la
- . Valeurs y, | 1100 | 1000 | 900 | 950 | 1050
série statis- i

tique a deux variables (x, y) donnée par le tableau.

1. Dans un repére orthogonal, représenter le nuage de
points (x;; y) et vérifier qu'il peut étre ajusté par une droite.
2. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, I'équation réduite
de la droite d des moindres carrés et le coefficient de cor-
rélation linéaire.

3. Représenter la droite d dans le repere.

Sous des conditions de température  Chimie (&

1. Représenter le nuage de points (x;; y) sur la calculatrice
ou un tableur et vérifier que sa forme peut étre ajustée par
une courbe de fonction exponentielle décroissante.

2.0n pose y/ =In(y,) pour tout entieride 1 a 6.

Calculer les valeurs y/.

3. Représenter sur la calculatrice le nuage de points (x;; y;).
5. Déterminer équation de la droite de régression de y en x.
6. En déduire une expression de y en fonction de x.

On consideére le nuage de points M,(x;; y;) suivant dont
la forme suggére un ajustement exponentiel.

et de volume constants, on
o : Nombre |, | 10150 | 30
étudie la pression et la de moles x,
quantité de matiére d'un gaz. | pression ¥
7 7 7 I
Les résultats sont présentés | (an kPa) 0 |46 98145

354
304
254

Ji

dans ce tableau.
1. Dans un repeére orthonormé, représenter le nuage de
points (x;; y) et vérifier qu'il peut étre ajusté par une droite.
2. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, I'équation réduite
de la droite de régression d de y en x et le coefficient de
corrélation linéaire.

3. Représenter la droite d dans le repére.

()
m Les dépenses en communication d’une entreprise
chaque année, depuis 2014, sont données dans ce tableau.

Années 2014 (2015|2016 | 2017 | 2018 | 2019
Rang x’, 0 1 2 3 4 5
SIS T 115112107 10 | 99 | 95
(en milliers d'euros)

1. Déterminer les coordonnées du point moyen du nuage.
2. Déterminer, I'équation de la droite d des moindres carrés
et le coefficient de corrélation linéaire.

3. La droite d passe-t-elle par le point moyen du nuage ?

20+
15+ +
10+

54
+
T R

15 2 25 3 35 4

ol o5 1

1.0n pose, pour tout entieride 1 a 7,}// =In(y).
Recopier et compléter le tableau suivant.

X; 0 |02|05|07|15[25]| 4

Ji
’

Ji

2. Déterminer I'équation de la droite de régression de

¥ en x et le coefficient de corrélation linéaire de la série

statistique (x, ).

3. En déduire une expression de y en fonction de x.

9 - Statistiques a deux variables 237
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m On considere la
série statistique a
deux variables
ci-contre.

1.0n pose y/ = In(y) pour tout entieride 1 a 4.

Calculer les valeurs y/.

2. Représenter le nuage de points (x;; y/) dans un repére
et vérifier que sa forme peut étre ajustée par une droite.
3. Déterminer Iéquation de la droite de régression de y/ en x.
4. En déduire une expression de y en fonction de x.

Valeurs x; | 5 9 | 12| 14

Valeurs y; | 0,02 | 0,07 | 0,32 | 1,20

...............................................

Dans une entreprise on étudie conjointement
I’évolution du salaire moyen et du chiffre d'affaires. Les
données obtenues pendant plusieurs années fournissent
une série statistique a deux variables x (montant du
salaire moyen en euros) et y (montant du chiffre d'affaires
en milliers d'euros) dont le nuage de points M(x;; y) a pu
étre ajusté a l'aide de la droite d'équation y = 5,3x - 5 900.

Les affirmations suivantes sont-elles

vraies ou fausses ?
1. En 2003, si le salaire moyen dans l'en-
treprise était égal a 1 500 €, alors on peut
estimer que le chiffre d'affaires devait étre
d’environ 2,05 millions d'euros.
2. En 2015, I'entreprise a réalisé 10 millions [ [
d'euros de chiffre d'affaires. On peut donc
estimer que le salaire moyen dans l'entreprise
devait étre environ égala 1 115 euros.

V F
o o

m A l'occasion de la sortie d’'un nouveau modéle de
baskets, une grande enseigne de distribution réalise une
enquéte. Le nuage de points (x;; y)) ci-contre présente les
résultats : en ordonnées, le nombre y; de personnes prétes
a acheter les baskets selon le prixx; proposé par l'enseigne
en abscisses. On considére que la droite d (représentée en
rose sur le graphique) est un bon ajustement du nuage.

\58\ Nombre de clients y;
3 —

6070 80 90 100110120130 140 150 160 170 180 190

1. Donner, par lecture graphique, une estimation du nombre
de personnes interrogées qui seraient prétes a acheter les
nouvelles baskets :

a) au prixde 110 €. b) au prix de 70 €.

2. Estimer le prix a partir duquel aucune des personnes
interrogées ne serait préte a acheter les baskets.

[EEY Dans le tableau suivant est donné le revenu y, d’'une
entreprise qui fabrique du matériel de haute technologie
chaque année de rang x; depuis 2009 (année de rang 0).

Rang de l'année x; 0 1 2 3 4 5

Revenu y;

o 10,7 | 13,3 1 16,7 | 20,9 | 26,1 | 32,7
(en millions d’euros)

Le nuage de points associé a cette série statistique présente
une forme « exponentielle croissante ».

Un ajustement exponentiel a été réalisé et a permis
d'obtenir la relation y = 10,67e%224x,

1. Donner une estimation du revenu de I'entreprise en 2016.
2. En quelle année le revenu pourrait-t-il dépasser 100 mil-
lions d'euros ?

]
m Dans le service de soins d’un hopital, on alancé &2

en 2012, un plan de luttes contre les maladies nosoco-
miales.

On a relevé chaque année le pourcentage de malades
ayant contracté une telle maladie.

Année 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018
Rang o 1 2 3 4 5 6
de I'année x;
Pourcentage

69 64 62 51 48 39 4

de malades y;
1. A la calculatrice on obtient I'équation de la droite d
d'ajustement du nuage (x;; y) par la méthode des moindres
carrés:

y=-0,54x+6,95

ainsi que le coefficient de corrélation linéaire r de la série
statistique (x, ) :r=-0,978.
Peut-on en déduire que la droite d est un bon modéle
d’ajustement du nuage de points ?
2. On consideére que la tendance observée pendant ces
sept années se poursuit encore quelques années plus tard.
a) Estimer le pourcentage de malades ayant contracté une
maladie nosocomiale dans cet hopital en 2019.
b) En quelle année le pourcentage de malades ayant
contracté une maladie nosocomiale dans cet hopital pour-
rait-il &tre inférieura 1,5 %?

m L'évolution annuelle, entre 2009 et 2014, du prix x;
(en euros) d’'un paquet de cigarettes et des ventes y,
(en milliards d'unités) de la marque la plus vendue est donnée
dans le tableau suivant.

Prixx, 535565 6 |63 |67 7
Ventesy. | 55 |548|54,151,5|475| 45

1. Déterminer 'équation de la droite des moindres carrés
du nuage de points (x;; 7).

2. En considérant que cette équation est un bon modeéle
de corrélation des variables x; et y;, déterminer les ventes
de cigarettes si le prix du paquet atteignait 10 €.



Ajustement affine
dunnuagedepoints
mLe tableau ci-contre x 0 1 2 3 4
représente une série

statistique double (x; 7). w|7|>]4[2]2

1. Dans un repére ortho-

normé, représenter le nuage de points M(x; ; ).

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G du nuage.
Le placer dans le repere.

1
3. Soitd la droite passant par G et de coefficient directeur -5
a) Déterminer I'équation réduite de la droite d.

b) Représenter d dans le repere.
c) d est-elle un bon ajustement du nuage ?

5 on considere la série statistique double (x ; y) donnée
par son nuage de points (x;; y,) suivant.

J
2050 +

2000 +
1950+
1900+ +
1850+
1800+ +
1750+ +

1700+
1650+
1600+ +
1550+

Exercices

1500 | ¥

10l 12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13

On admet qu'on peut réaliser un ajustement affine de ce
nuage de points.

Les affirmations suivantes sont-elles V F
vraies ou fausses ?

1. Le point moyen G du nuage O O
a pour coordonnées (3_67 i1 850)

2.L'équation de la droite d'ajustement affine  [1 [
d obtenue par la méthode des moindres car-

rés et dont les coefficients ont été arrondis

al'unité prés, est y =41x+ 1598

3. Le coefficient de corrélation linéaire r, [ [
de la série (x, y) est trés proche de 1.

4. Si on retire du nuage de points le point [ [
(1;1600) correspondant aux valeurs x; = 1 et

7, =1600 de la série statistique double (x, y)

alors le coefficient de corrélation linéaire r, de

la nouvelle série statistique obtenue est infé-

rieur au coefficient de corrélation linéairer,.

5. La droite d ne passe pas par le point [ [
moyen G.

d'entrainement

m Le nuage de points suivant a été ajusté par la droite
d d'équation y=-13,5x + 937,5.

0| 5

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

1. Déterminer les coordonnées du point moyen.

2. La droite d semble passer par deux points du nuage.
Est-ce vraiment le cas ?

3. La droite d choisie pour ajuster le nuage passe-t-elle par

le point moyen G ?
Dans un hopital, on a relevé

la tension artérielle x; (en mm de mercure) et I'age y;
(en années) de 16 patients.
Les résultats sont présentés dans le tableau suivant.

Age x;

. 36 | 40 | 43 | 45 | 48 | 49 | 50 | 54
(en années)

Tension
y,.(enmm 120 | 108 | 112 | 128 [ 110 | 122 | 121 | 128
de mercure)

Age x;

) 57 | 57 | 58 | 59 | 61 65 | 66 | 67
(en années)

Tension
_yi(enmm 140 [ 130 | 145 | 131 [ 136 | 140 | 140 | 134

de mercure)

1. Représenter le nuage de points M;(x; ; 7)) (pour i entier
de 1 a 16) associé a cette série statistique dans un repere
orthonormé.

(On commencera a graduer I'axe des abscisses a 30 et |'axe
des ordonnées a 100).

2.0n décide de réaliser un ajustement affine par la méthode
de Mayer.

On considere deux sous-nuages : celui des huit personnes
les plus jeunes (points M, a M) et celui des huit personnes
les plus agées (points Mg a M, ¢).

a) Déterminer le point moyen G, du premier sous-nuage
M(x; ; y;) pour i entier de 1 a 8.

b) Déterminer le point moyen G, du deuxiéme sous-nuage
M(x;; y;) pour i entier de 9 a 16.

c) Placer les points G, et G, dans le repére et tracer la droite
(G,G,).

3. Déterminer I'¢quation réduite de la droite (G,G,), dite
« droite de Mayer ».

9 - Statistiques a deux variables
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Exercices

Droite des moindres carrées
et corrélation linéaire A

..................................................

m On arelevé le taux de chémage des jeunes (16 a 24 ans)
en France, entre 2010 et 2015.

d'entrainement

Années 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015
Rang % o | 1] 23| 4/|s
de I'année
Taux y; de
chémage (en %) 78 8,1 8 8,7 9 9,2

1. Calculer la variance var(x) de la variable x (rang de I'année)
et en déduire l'écart-type o,.

2. Calculer la variance var(y) de la variable y (taux de
chémage) et en déduire I'écart-type ¢ .

3. Calculer la covariance 6 des variables x et y.

4. En déduire I'¢quation de la droite de régression de y en
x, et la valeur du coefficient de corrélation linéaire de la

série statistique (x, 7).
(o) <
. =il Théme g
m Le tableau (D) suivant donne -

les températures maximales x prévues par un site de météo-
rologie et les températures y maximales réelles observées,
pour chaque jour de la semaine du lundi 9 au dimanche
15 mars. Le tableau (2) donne les températures prévues x’
par le site météo et les températures y réelles observées
le lundi 9 mars, toutes les quatre heures. Toutes les valeurs
sont données en degré Celsius.

Tableau @)

Jours de la semaine L|M]| Me]| V|S|D

Températures

A o 12 (15| 16 | 14|12 |11 | 8
prévues x; (en °C)

Températures

réelles y, (en °C) 1311414 10137 |7

Tableau 2

Heures 2h | 6h | 10h | 14h | 18h | 22h

Températures

prévues x;” (en °C) 2 3 6 12 | 12 9

Températures 25 3 7 13 1125 8

réelles y/(en °C)

1. Sur la calculatrice, représenter les nuages de points
associés aux séries statistiques (x,) et (x", ).

2. Pour chaque nuage, déterminer I'équation de la droite
d'ajustement par la méthode des moindres carrés, et repré-
senter-la.

3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r, de la
série statistique (x,y), puis celui, noté r, de la série statis-
tique (X, ).

4. On considere I'affirmation : « Les prévisions météo a un
jour sont meilleures que les prévisions a une semaine ».Vos
résultats confirment-ils cette affirmation.

Pourquoi ?

Une série statistique a deux variables (x , y) est telle
que cov(x, y) = 75, var(x) = 124 et var(y) = 236. Est-il pertinent
de chercher une corrélation linéaire entre les variables x et
¥ ?Sioui, quel serait le coefficient directeur de la droite de
régressionde yen x?

Une série statistique a deux variables (x,)) est telle que
cov(x, y) =— 105, var(x) = 112 et var(j) = 109. Est-il envisageable
d'ajuster le nuage de points associé a cette série statistique
par une droite ? Si oui, quel est le coefficient directeur de la
droite obtenue par la méthode des moindres carrés ?

Ajustements,

extrapolation et interpolation
m En France, pour une femme, I'age moyen du premier
mariage était de:

¢34 ansen 2012, *35,4ansen 2016,

* 34,9 ans en 2014, ¢35,9ansen 2018.

1. Dresser un tableau avec ces données. (Pour les années,
on pourra au choix les utiliser telles quelles ou utiliser leur
rang en prenant I'année 2012 comme rang 0).

2. Réaliser un ajustement affine de ces données.

(Les coefficients seront arrondis au dixiéme).

3. Al'aide de cet ajustement, donner une estimation, arron-
die au dixiéme, de ce que pourrait étre 'age moyen du
premier mariage pour une femme en France en 2022 ?

4. Si cette « tendance » devait se prolonger assez longtemps
al'avenir, en quelle année I'age moyen du premier mariage
pour une femme pourrait atteindre 40 ans ?

m Dans le tableau suivant sont présentées TICE
les ventes annuelles de smartphones d'un fabricant depuis
2007. 1l manque les données des années 2009 et 2014.

A A B C

1 Année | Rang x; de 'année Nombre)/,.de.s.martphones

(en millions)

2 | 2007 0 1.5

3| 2008 1 5

4 | 2009 2

5| 2010 3 20

6| 2011 4 55

7| 2012 5 85

8| 2013 6 114

9| 2014 7

10| 2015 8 256

1. Représenter sur le tableur le nuage de points M (x; ;y) de
cette série statistique et vérifier qu'il peut étre ajusté par la
courbe ¢ d'une fonction exponentielle.

2. Démontrer que la courbe € qui ajuste « au mieux » le
nuage a pour équation y = 2,5e%641%,

3. Sion considéere que I'évolution des ventes a été la méme
depuis 2007, donner une estimation du nombre de smart-
phones vendus en 2009 et 2014.
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Les tableaux suivants 6= -

donnent I'évolution de la population allemande y et de la
population turque z, en millions d’habitants, pendant les
années 2000 de rang x allant de 0 a 9.

Année 2000 2001 2002 2003 2004
,Rang, 0 1 2 3 4
de l'année x;
Population 822 823 82,4 82,5 82,5
allemande y;
Population 66,9 64,6 65,6 66,4 67,2
turque z;
Année 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
!Rang' 5 6 7 8 9
de l'année x;
Population 82,5 82,4 82,3 82,2 82
allemande y;
Population 68 68,9 69,7 70,6 71,5
turque z;

1. Représenter dans le méme repére (éventuellement sur un
tableur oula calculatrice) le nuage de points M(x;; y) associé a
la série statistique a deux variables (x, ) et le nuage de points
Pi(x;; z) associé a la série statistique a deux variables (x, z).
2.0n réalise un ajustement affine de chacun de ces nuages.
a) Déterminer I'€quation de la droite de régression de y en x.
b) Déterminer I'équation de la droite de régression de zen x.
3. Si on suppose que I'évolution observée pour chacune
de ces séries se poursuit encore les années suivantes, en
quelle année la population de la Turquie pourrait dépasser
la population de I'Allemagne ?

gyode

Autres ajustements *@ .23
]
m On a relevé, dans le tableau suivant, ]
la masse y; (en kg) d’un nourrisson selon son age x; (en mois).
Agex; ' vl 23 45 7 9 12
(en mois)
Masse y; | 3011504 6,22/7,06 7,71 825 9,09 9,61 10,12
(en kg)

1. Représenter le nuage de points (x;; y;) sur un tableur ou
une calculatrice et vérifier qu'un ajustement affine de ce
nuage n'est pas pertinent.

2. On pose, pour tout entier i compris entre 1 et 9,y,.’=y2.
Calculer les valeurs /.

3. Représenter le nuage de points (x; ;y,.’).

Vérifier qu'il peut étre ajusté par une droite.

4. Déterminer la droite de régression de y en x.

En déduire une expression de y en fonction de x.

5. En admettant que I‘évolution du poids du nourrisson
va continuer selon la méme tendance pendant encore
quelques mois, donner une estimation du poids du bébé
lorsqu’il aura atteint I'age de 18 mois.

d'entrainement

m La consommation de carburant et la vitesse d'un
véhicule sont bien évidemment liés par une relation de
causalité.

Le tableau suivant présente pour un type de poids-lourd,
quelques valeurs y, de consommation de carburant en
litres pour 100 km selon certaines valeurs x; de la vitesse
enkm-h',

L'objectif de cet exercice est de déterminer le lien de corré-
lation entre ces deux variables.

Vitesse x;

(en km-h1) 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Consommation
y; (en L pour
100 km)

43 | 37 34 31,8 31 32 34,5 38 42

1. Représenter le nuage de points M (x; ; y) (pour i entier de
1a9) dans un repére orthonormé.
2. Vérifier que ce nuage de points peut étre ajusté par une
parabole ayant un sommet proche du point M;(70; 31).
3. Soit f la fonction définie sur ]0; 120[ par:

f(x) = alx - 70)% + 31
ou a est un réel strictement positif.
a) Expliquer pourquoi la courbe représentative 6, de la fonc-
tion f pourrait étre un bon modele d'ajustement au nuage.
b) En admettant que la courbe 6, passe par le point

1
M, (60 ; 31,8), démontrer que le réel a est égal a E

4. Si on prend la courbe 6, pour modele d’ajustement du
nuage, quelle consommation peut-on prévoir sur ce type
de poids-lourd lorsqu’on roule & 20 km-h=1?

Théme g
Une société vend des vélos -
électriques.

Ses bénéfices annuels (en milliers d’euros) ont évolué
comme indiqué dans le tableau suivant.

Année 2012 2013 2014 2015 2016 2017
Rang de l'année x; 0 1 2 3 4 5
Bénéfice y,(enk€) 64 75 100 113 125 127

1.a) Construire le nuage de points (x; ; ;) associé a la série
statistique dans un repére orthonormé.
On prendra comme unités :
¢ 2 cm pour une unité sur I'axe des abscisses,
¢ 1 cm pour 10 unités sur I'axe des ordonnées.
b) Donner les coordonnées du point moyen G du nuage et
le placer dans le repére.
2.En observant le nuage de point, on envisage de I'ajuster
par une courbe 6, représentative de la fonction f définie
sur [0; 6] par:

flx) = —2x2 + 23x + 63.
a) Etudier les variations de la fonction fsur l'intervalle [0 ; 6].
b) Tracer la courbe €. dans le repére de la question 1.
) Quelle prévision peut-on faire pour le bénéfice en 2018
avec ce modele d'ajustement ?

D'aprés bac
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] Ajustement et recettes
Une entreprise fabrique
des tee-shirts.

Afin d'établir le prix de
vente de son produit elle
réalise une enquéte aupres
de personnes qui, selon
le prix proposé, seraient
potentiellement acheteurs
du tee-shirt.

Prix de vente x; (en €) 25 | 29 | 32 | 35 | 39

Nombre d'acheteurs y;

potentiels 124 | 116 | 94 | 85 | 72

1. Calculer le coefficient de corrélation linéaire r (3 107# prés)
de la série statistique a deux variables x (prix de vente) et y
(nombre d'acheteurs potentiels).

Interpréter le résultat.

2. Déterminer I'équation de la droite de régression de y en
x. (arrondir a I'unité)

3. Soit R(x) la recette correspondant a la vente de y produits
au prix unitaire de x euros.

a) En utilisant la question précédente, déterminer l'expres-
sion de R(x).

b) En déduire le prix de vente x qui permettrait d'obtenir
une recette maximale.

Quel ajustement choisir ?

En 2015 un lycée décide de créer un club d'échecs.

Dans le tableau suivant est indiqué le nombre d’adhérents
chaque année depuis 2015.

Rang de I'année x 1 2 3 4

Nombre d’adhérentsy | 9 | 15 | 22 | 31

1. @) On considere la série statistique a deux variables x
(rang de I'année) et y (nombre d'adhérents).

Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r, de cette
série statistique (x, 7). (2 107* pres)

b) On pose z=In(y) et on considére alors la série statistique
a deux variables (x, 2).

Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r, de cette
série statistique (x, 2). (4 107 prés)

c) Depuis la création du club, le président compte sur une
progression exponentielle du nombre d’adhérents. Pour
ces quatre premiéres années, peut-on affirmer que ses
espérances sont satisfaites ?

2.En 2019 une grande campagne de publicité a été orga-
nisée sur les réseaux sociaux du lycée.

Le nombre de participants totalisés a la fin de I'année est
égal a 44.

Le président du club, aprés avoir observé I'ensemble des
données de 2015 a 2019, affirme dans son discours de fin
d'année : « Si on continue comme ¢a, I'année prochaine
nous serons au moins 67 adhérents ! »

Qu'en pensez-vous ?

a ()
El) Distance d’arrét Physique [5&

Le document de la sécurité routiere ci-dessous donne les
valeurs moyenne de la distance de réaction et de la distance
de freinage selon la vitesse du véhicule, sur une route séche,
de jour et dans des conditions de visibilité normales.

distance totale d'arrét: 13,5 m
30kmh-!
distance totale d'arrét: 27,5 m
Sokmt
distance totale d'arrét : 45,5 m
70 km-h=1 AL 2%5m
distance totale d'arrét: 67,5 m
90 km-h~" 2400 40,5m
distance totale d'arrét: 93,5 m
110 km-h=" FEEAUL 60,5m

. Distance de réaction
. Distance de freinage

distance totale d’arrét: 123,5 m
130 km-h~" FEEAUL 84,5m

A » Etude de la série statistique a deux variables :
vitesse x et distance de réaction y

1. Construire dans un repére orthonormé le nuage de
points correspondant a la série statistique (x,)) ou x repré-
sente la vitesse du véhicule en km-h" et y la distance de
réaction en m. Et vérifier que sa forme invite a réaliser un
ajustement affine.

2. Déterminer a l'aide de la calculatrice I'équation de la droite
d'ajustement affine du nuage obtenue par la méthode des
moindres carrés.

3. Selon cet ajustement :

a) estimer la distance de réaction d’un véhicule roulant, en
exces de vitesse, a 140 km-h~'.

b) indiquer a quelle vitesse le véhicule devrait rouler pour
que la distance de réaction soit inférieure a 3 m.

B » Etude de la série statistique a deux variables :
vitesse x et distance de freinage y.

1. Construire le nuage de points correspondant a la série
statistique (x,)') ou x représente la vitesse du véhicule en
km-h=" et/ la distance de freinage en métres.

2.0n considére que le nuage peut étre ajusté par une pa-
rabole d'équation y’ = ax* ol a est un réel non nul.

a) On pose z =, U/'. Recopier et compléter le tableau.

4,5 12,5 24,5 40,5 60,5 84,5

yl

z=y
b) A l'aide de la calculatrice déterminer Iéquation de la
droite de régression de z en x, et vérifier que sil'on arrondit
les coefficients a 1073, ona z = 0,071x.
<) En déduire une expression de ' en fonction de x.
3. Pour les questions suivantes, on admet que la fonction

2

f définie sur [0 ;+o°[ par f(x) = 23:)—0 est une bonne modéli-

sation de la distance de freinage en fonction de la vitesse
x du véhicule.

a) Estimer la distance de freinage d'un véhicule roulant en
excés de vitesse, a 140 km-h".

b) En vous aidant de la partie A, déterminer la distance
totale d’arrét pour un véhicule roulant en exces de vitesse,
a140 km-h",
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CONTINU
Série statistique a deux variables
Variable x
Variable y
' 3
* Nuage de points M, (x;; y,) * Point moyen G(x ; y)
y Il'a pour coordonnées :
+ +F
_ G 4 =+ _ oty . +x,
}/ --------------- —!— X =
++ T4 n
5= Nty teo. +,
1 X n
X
\ S

Ajustement exponentiel Ajustement affine Autres ajustements

* Le nuage peut étre approché par Le nuage peut étre approché De nombreuses autres
la courbe d’une fonction fde la par une droite déquation courbes de fonctions
forme: y=ax+b usuelles peuvent servir
flx) = @x+b d'ajustement d’'un nuage
) . J de points :
ol aetb sont des réels
« une parabole
1) + « une hyperbole
1 + + ) .
, - la fonction logarithme
x népérien
- la fonction racine carrée
\ J
+ L
\ J
] x . - . . .
Droite de régression Coefficient
e Pour déterminer la fonction f, ou droite des_ moindres de cpr_l'e!atlon
. carrés linéaire
on doit effectuer un changement
de variable en posant : Il existe une droite e Pour juger de la qualité
Y =In(y) d'ajustement qui minimise d’un ajustement, il existe
Puis on détermine I'équation les écarts de chaque point du un nombre r compris
de la droite de régression nuage par rapport a la droite. entre—Tet1.
’ Son équation est : .
dey enx. 9 e Plus il est proche de
\ J y=ax+b ;
-1 oude 1, meilleur est
cov(x, y) L
avecqg=———=— I'ajustement.
var(x)
= aw o
etb=7y -ax. _ v
On peut l'obtenir rapidement o(x)o(y)
a l'aide de la calculatrice.
\ J \ J

9 - Statistiques a deux variables
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d'exercices ]
,Q',\‘S‘“de
P> Représenter un nuage de points = 1,2,21,22,34
1 1,2,19, 20, 34

Mg
B

P> Calculer les coordonnées d’un point moyen

P> Déterminer une droite de régression a l'aide

de la calculatrice, d’'un tableur ou autre logiciel 3,4, 22,23, 24,25

P> Déterminer certaines courbes d’ajustement
(courbe exponentielle notamment) en se ramenant
par changement de variable a un ajustement affine

5,6,11,12, 26,
27,28, 43, 45, 46, 47

i

B 5
J 4 J I

P Dans le cadre d’une résolution de probléme,

utiliser un ajustement pour interpoler, extrapoler. 7,8,30,31, 42,43, 45, 46, b7

Mg,
H

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c09-07

Pour les exercices suivants, choisir la( les ) bonne(s) réponse(s).

Pour les exercices a (53], on donne dans le tableau suivant le taux de natalité x (pour mille habitants)
et I'espérance de vie y des femmes (en années) en 2015, dans dix pays répartis sur tous les continents.
On considére que le nuage de points (x; ; ;) associé a cette série statistique peut étre ajusté par une droite.

Taux de natalité x; (en %o) 12 18 20 25 28 31 34 45 48 50
Expérance de vie y, (en années) 83 79 71 73 73 69 69 56 60 56
Le point moyen G du (30;70,1) (31,1;68,9) (29,5;71) (32;69)

nuage a pour coordonnées :

@ La droite d de régres-

sionde yenxapouréqua- , __q 38y 412615 y=-066x+89,70 y=-137x+12620 y=-0,67x+89,67
tion lorsqu'on arrondit les

coefficients 8 1072

@ Sion prend la droite d

pour modéle d’ajustement

du nuage. On peut estimer

que dans un pays ou le taux 57 ans 59 ans 61 ans 63 ans
de natalité est égal a 40%o,

I'espérance de vie d’'une

femme serait égale a envi-

ron:

On peut estimer

que dans un pays ou l'espé-

rance de vie d'une femme 57 %o 59 %o 61 %o 63 %o
est égale a 50 ans, le taux

de natalité serait égal a

environ :
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CONTINU

()

@ Salaire mensuel EEE
L'évolution du SMIC brut mensuel exprimé en euros
entre 2014 et 2019, arrondi a l'entier, est donnée dans
le tableau suivant :

()
Boisson énergisante E&
Une entreprise commercialise une boisson énergisante
depuis 2010. Le tableau suivant donne le nombre de
boissons vendues chaque année entre 2010 et 2019.

Année 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 Année 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014
Rang 0 1 ) 3 4 5 Rang x; 1 2 3 4 5
de I'année x; .
b Nombre y. de boissons
SMIC vendues (en millions) 29 | 35| 49 1 65| 69
mensuel 1445 | 1458 | 1467 | 1480 | 1498 | 1521
Hi Année 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019
» [ N
e vﬁﬂt;‘;w 2 ; \ Rang x, 6 | 7| 8| 910
et O & odj
Bl e (e : N ; i
SR PR, 2R ombre y;deboissons |, | g5 | g7 | g9 | 93
e 0{\:?5 "b‘"ﬁ'ﬁ, g})“ﬁ 0‘59( vendues (en millions)
I Tt s o ¢ i o
&30 ; o&‘ﬁeﬁf"kﬁ 2y o A » Modélisation par un ajustement affine
Voo O % 55 ] < ; . \
p© “Fﬁo\}o\’ | =L N 1. Représenter le nuage de points (x;; y) dans un repére
4‘.%:'% \':‘:\tzc;;‘:fp CaP ' orthonormal. Prendre comme unités 1 cm sur chaque axe.
\ hv-"—‘(’q_\"\'l :\‘ O‘L N 2. a) A l'aide de la calculatrice, déterminer une équation
e WS “ = A

1. Représenter le nuage de points associé a cette série
dans un repére orthogonal.

On graduera I'axe des ordonnées a partir de la valeur
1440, et on prendra comme unité 1 cm pour 10 euros.
2. Déterminer les coordonnées du point moyen G et le
placer sur la représentation graphique.

3. On saisit les données statistiques dans une calculatrice,
et on affiche I'équation réduite de la droite d’ajustement
du nuage de points (x;; ) par la méthode des moindres
carrés. L'écran de la calculatrice affiche :

Graphique Stats
Covariance
Ixy 22429
Régression y=a - x+k
a 14.657
b 1441.524
r A — T
I’z 0.9732641

a) Ecrire Iéquation réduite de cette droite en arrondissant
les coefficients a 3 décimales.

b) On admet que la droite passe par le point de coor-
données (4 ; 1 500).

Tracer cette droite sur la représentation graphique.

4. En utilisant I'ajustement de la question précédente :
a) estimer la valeur du SMIC mensuel en 2023.
(Arrondir a I'entier).

b) déterminer a partir de quelle année le SMIC mensuel
dépassera 1 700 euros.

B v'}x\ode ., q}xxode ., id\Ode
My 225 A 227 M p. 231

de la droite d qui réalise un ajustement affine du nuage de
points de coordonnées (x; ; ) obtenu par la méthode des
moindres carrés. On arrondira les coefficients au centiéme.
b) Tracer la droite d dans le repére. En supposant que I'ajus-
tement affine réalisé reste valable jusqu'en 2023, déterminer
le nombre de boissons qui seront vendues en 2023.

B » Modélisation par une fonction rationnelle
On considére la fonction f définie sur l'intervalle [1 ; 20]
285
parf(x)=15- ———.
(3x +20)
1. a) Recopier et compléter a l'aide de la calculatrice le
tableau suivant (on arrondira les résultats au centieme).

5 1 2 3,456 78| 9]10

flx) | 2,61

b) Quelle conjecture peut-on faire concernant le sens de

variation de la fonction f sur l'intervalle [1; 20] ?

c) Démontrer que la dérivée de f est la fonction définie
855

(3x +20)%"

d) Utiliser la question précédente pour valider ou non la

conjecture émise a la question 1. b).

e) Représenter la courbe 6. dans le méme repére que le

nuage de points de la partie A.

2. fpeut étre considérée comme une modélisation valable

des ventes de boissons énergisantes jusqu’en 2029,

I'année 2010 étant prise comme année de rang 1.

a) A l'aide de la fonction f, faire une prévision des ventes

pour I'année 2023.

b) A partir de quelle année la quantité de boissons

vendues est-elle supérieure a 10,8 millions ?

, éxwdg ., é‘g\ode , q}‘;\ude . q.}x\ods
B0 5. 225 5. 227 @ p. 231 @A p. 233

sur[1;20] par f’(x) =

9 - Statistiques a deux variables

245



246

TP et problemes thematiques

r

m Modéles définis
par une fonctiond'unevariable...................... 2u7
= 2) modétes drévolution ... 252
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Modeles deéefinis
par une fonction
d’'une variable

.“ ‘_ ~
30" min Contenus associes :
- « Limites et continuité...................... Chapitre 2
AICOOI au VOIant o CONVEXIte ..., Chapitre 3

= Objectif : Déterminer la durée minimale nécessaire,
aprés une absorption d’alcool pour reprendre le volant

sans risque.

On a étudié I'évolution du taux d'alcoolémie dans le sang
d’une personne (exprimé en grammes d‘alcool par litre
de sang) pendant les cing heures suivant I'absorption
d’une certaine quantité d'alcool. On donne ci-dessous
la courbe 6, représentant le taux d’alcoolémie lorsque
I'alcool est absorbé a jeun et la courbe 6, représentant
le taux d'alcoolémie lorsque I'alcool est absorbé apres
ingestion d’aliments.

6 Taux d'alcoolémie (en g/L)
1.2+
0,8+
0,4+
0 1 2 3 4 5
Temps (en heure)
Courbe €,
Taux d'alcoolémie (en g/L)
0,61
04+
0,2+
0 1 2 3 4 5
Temps (en heure)

Courbe 6,

A » Observation graphique

1. Dans chacun des deux cas, donner une approximation
du taux d’alcoolémie maximal et du temps au bout duquel
il est atteint.

2. Depuis le 15 septembre 1995, le taux d'alcoolémie
maximum dans le sang autorisé au volant est de 0,5 g/L.
Dans chacun des deux cas, indiquer si la personne aura
respecté la Iégislation en prenant le volant au bout de
trois heures.

3. Depuis le 18" juillet 2015, le taux maximum d'alcoolémie
dans le sang autorisé au volant pour un jeune conducteur
(moins de deux ans apres l'obtention du permis) est de

Spécialité : SVT
Vers le sup : Médical, paramédical

0,2 g/L. Dans chacun des deux cas, déterminer a partir
de quel moment, aprés absorption de I'alcool, un jeune
conducteur pourra reprendre le volant en respectant la
Iégislation.

B » Modélisation

On suppose que le taux d'alcoolémie (exprimé en g/L)
pendant les cing heures suivant I'absorption est modélisé
en fonction du temps (exprimé en heures) :

- par une fonction f; lorsque l'alcool est absorbé a jeun;
- par une fonction f, lorsque l'alcool est absorbé apres
ingestion d'aliments.

On admet que:

~ les courbes 6, et €, de la partie A sont les représenta-
tions graphiques respectives des fonctions f, etf, ;

- la fonction f; est définie sur l'intervalle [0 ; 5] par
f,(t) = 4te™t;

- la fonction f, est définie sur l'intervalle [0 ; 5] par
fz(t) =atebtoliaetb désignent des nombres réels non nuls.

1. On désigne par f; la fonction dérivée de £, sur l'inter-
valle [0; 5].

a) Déterminer f(t).

b) On admet que fz’(ij = 0. En déduire la valeur exacte
deb. 2

2.0n admet que £,(3) = 0,4. Déterminer une valeur appro-
chée au millieme de a.

3. Déterminer, par le calcul, le temps au bout duquel
le taux d'alcoolémie maximal est atteint et sa valeur
lorsque I'alcool est absorbé a jeun.

2
-t
4. Résoudre I'équation f,(t) = 0,985te 3. Interpréter le
résultat.
D’aprés Bac ES, Polynésie, septembre 2006.

Théme 1+ Modéles définis par une fonction d'une variable
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209 min
ﬂ Satellites dans l'espace

= Objectif : Déterminer le temps restant avant

la rentrée atmosphérique d’un satellite.

Contenus associés :

e Limites et continuité.......................
eConvexité................oco

Spécialité : Physique
Vers le sup : PCSI

En raison des frottements avec I'atmosphere résiduelle terrestre, les satellites en orbite basse perdent pro-
gressivement de l'altitude et finissent par se consumer dans les couches les plus denses de I'atmospheére.

Cet événement est appelé rentrée atmosphérique.

Le temps, exprimé en jours, avant la rentrée atmosphérique dépend des caractéristiques du satellite et de

I'altitude h, exprimée en kilometres, de son orbite.

Pour un satellite donné, ce temps est modélisé par une fonction T de la variable h, définie et dérivable sur

l'intervalle [0 ; +oo[.

A » Etude d’un premier satellite
Dans cette partie, on admet que la fonction T, asso-
ciée a ce premier satellite, est définie sur l'intervalle
[0; +oeo[ par:

T(h) = K x 0,012e0.025(1-150),
Le nombre K est appelé coefficient balistique du satel-
lite.
La fonction T associée a ce satellite est représentée
ci-dessous.

T (jours)
4000+

3000+
2000+

1000+
| 1 (km)
0| 50 100150200250 300 350 400 450 500

1. A quelle altitude minimale faut-il mettre en orbite
ce satellite pour que le temps restant avant sa rentrée
atmosphérique soit au moins égal a 1 000 jours ?

2. Sil'orbite du satellite est située a 530 km, quel est
le temps restant avant sa rentrée atmosphérique ?

3. Déterminer une valeur approchée au dixiéme du
coefficient balistique de ce satellite.

B » Etude du satellite Hubble

Le satellite Hubble a un coefficient balistique égal
all.

La fonction T, associée a ce dernier, est donc définie
sur l'intervalle [0 ; + o[ par :

T(h) = 0,132e0.025(h-150),

1. Lorbite du satellite Hubble est située a Ialti-
tude h =575 km.

Calculer le temps restant avant la rentrée atmosphé-
rique de ce satellite. Arrondir au jour pres.

2. Déterminer la limite de Ten +co.

3. a) Déterminer la dérivée T’ de T.

b) En déduire le sens de variation de la fonction T
sur [0 ; +oo[.

c) Quelle interprétation peut-on en déduire ?

4. On souhaite étudier l'effet d'une augmentation
de 10 km de l'altitude h sur le temps restant avant la
rentrée atmosphérique du satellite Hubble.

a) Montrer que T(h + 10) = e%2> x T(h).

b) En déduire qu'augmenter l'altitude h de 10 km
revient a augmenter d'environ 28 % le temps restant
avant la rentrée atmosphérique du satellite Hubble.

D’aprés Bac STI2D, Antilles Guyane juin 2019.
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ii’% min Contenus associés :
° ° - eConvexité..............oo
B All'e maX|ma|e d'un trapeze -Cglcu(iinteégral ...............................

Vers le sup : MPSI

= Objectif : Déterminer I'aire maximale d’un trapéze inscrit
a l'intérieur d'une parabole.

A » Recherche de f

On considére une fonction fdu second degré de la forme
f(x) = ax? + bx + c et 6 sa représentation graphique dans
un repere telle que 6 coupe I'axe des ordonnées en 5 et
I'axe des abscisses en -2 et 6.

1. Déterminer les valeurs de g, b et c.
2. Etudier les variations de f et déterminer son axe

de symétrie.

B » Optimisation d'une aire
On admet, dans cette partie, que la fonction f est définie

par f(x):—ix2 +Ex+5 sur l'intervalle [-2; 6]. ) )
1 3 1. Exprimer la longueur DC en fonction de x.

On note A et B les points d'intersection de % avec |'axe
des abscisses tels que x, < xj.

Soit C un point d'abscisse x de € tel que x € [2; 6] 3. Déterminer les variations de .
et le point D de 6 tel que ABCD soit un trapeze.
Lobjectif de cette partie est de déterminer l'abscisse du
point C pour que l'aire du trapeze ABCD soit maximale.

2. Exprimer l'aire 4(x) du trapéze ABCD en fonction de x.

4. En déduire I'aire maximale du trapéze ABCD et |'abscisse
du point C pour laquelle elle est obtenue.

) s
15% min Contenus associés :
eConvexité. ...

Cout minimal moyen Spécialité : SES

Vers le sup : Economie

= Objectif : Déterminer le minimum d’un coGt moyen
de la production d’un article.

Une entreprise fabrique et commercialise un article dont la production est comprise entre 1 000 et 7 000 piéces par
semaine.
On modélise le cott de fabrication, exprimé en milliers d'euros, par la fonction f définie sur l'intervalle [1; 7] par:
flo) = 1,5x3 - 9x2 + 24x + 48
ol x désigne le nombre de milliers d'articles fabriqués.
On note Cla fonction définie sur l'intervalle [1 ; 7] représentant le coGt moyen par article fabriqué, exprimé en euros.
On a, par conséquent, pour toutxde [1;7]:
Clx =",
X
1. Déterminer la dérivée C’ de la fonction C.

2. a) Etudier les variations de la fonction C sur I'intervalle [1; 7].
b) Déterminer, en milliers, le nombre darticles a fabriquer pour que le coit moyen par article soit minimal.

D’apres BAC ES, Amérique du Sud, novembre 2015.

Théme 1 » Modéles définis par une fonction d’une variable 249



250

b

= ='50=min Contenus associés :

C= an® L o .
- - e Limites et continuité....................... Chapitre 2
Etude de marche « CONVEXILE orrovvvoroooooo Chapitre 3

Spécialité : SES

= Objectif : Déterminer un bénéfice maximal. Vers le sup : Economie

Un producteur de [égumes livre directement chez le consommateur
des paniers de 5 kg de légumes variés labélisés « bio ».

A » Coit marginal

La production mensuelle de [égumes permettra de livrer au maximum
1 000 paniers par mois.

Le co(t total de production est modélisé par la fonction C définie sur l'intervalle [0; 10] par :

1
Clx)=-——ux* +ix3 +5x+10.
48 16

Lorsque x est exprimé en centaines de paniers, C(x) est égal au co(t total exprimé en centaines d'euros.
Le colt marginal est défini comme la variation du coit liée a la production d’une unité supplémentaire.
Onlenote C,,..

1. Déterminer une expression de C,  (x).
2. Calculer C’(x).

3. Tracer, sur la calculatrice, les courbes représentatives de C, et de C’ sur l'intervalle [0 ; 10].
Que peut-on remarquer ?

B » Variation du co(t marginal
Dans cette partie, on assimile le colit marginal a la fonction dérivée de C, c'est-a-dire que, pour tout nombre
x de l'intervalle [0; 10] :

C_(x)=C(x).

m

1. Calculer C,_(6).
Interpréter le résultat.

2.0n note C” la fonction dérivée seconde de C.

a) Déterminer C”(x).

b) Déterminer le plus grand intervalle de la forme [0; al inclus dans [0 ; 10] sur lequel la fonction C est convexe.
c) Que peut-on dire du point d’abscisse a de la courbe de la fonction C?

Interpréter cette valeur de g en termes de co(t.

C » Bénéfice maximal
On admet que tout ce qui est produit est vendu au prix de 20 euros le panier.
La recette mensuelle R est exprimée en centaines d'euros.

1. Exprimer la recette R(x) en fonction de x.
2. Vérifier que le bénéfice B(x) en fonction de x est donné par :

B(x)=lx4 —ix-” +15x-10.
48 16

3. Déterminer B'(x).

4. Dans cette question, on cherche a déterminer le signe de B(x).

a) Calculer et déterminer le signe de B”(x) sur [0 ; 10].

b) En déduire les variations de B” sur [0 ; 10].

c) Démontrer qu'il existe exactement deux valeurs o et B telles que B (o) =B’(B) =0 avec 0 <o < 7,5 et

7,5 <P < 10.

d) Donner une valeur approchée au centiéme de o et de .

e) En déduire le signe de B’(x) sur [0; 10].

5. Déterminer le nombre de paniers pour lequel le bénéfice est maximal et le calculer.
D’apres Bac ES, Antilles, septembre 2014.



v, . s
'40'. min Contenus associés :
e e Limites et continuité....................... Chapitre 2

B Evolution d’une population Specialité : SVT

= Objectif : Déterminer si une espéce est en voie Vers le sup : Biologie

de disparition.

Le hérisson européen est une espéce menacée dont
I'étude de la population a été surtout menée au Royaume-
Uni.

Les causes de cette disparition sont le trafic automobile,
ainsi que l'utilisation de certains pesticides.

La fonction f définie sur [0 ; + o[ par :

flx) = 35e70053x

modélise I'évolution, au Royaume-Uni, du nombre
de hérissons (exprimé en millions).

Les années sont numérotés a partir de 1950 en prenant
x =0 pour I'année 1950, x =1 pour 1951,...,x =10 pour
1960 et ainsi de suite.

1. a) Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers + .
b) Interpréter graphiquement ce résultat.
c) Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

2. a) Calculer f’(x) pour x appartenant a l'intervalle [0 ; +o°[.
b) Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; +<°[.

3. Des études statistiques britanniques démontrent que la population de hérissons est passée d'environ 35 millions
en 1950 a 1 million en 2017 au Royaume-Uni.
Retrouver ces résultats a I'aide du modele proposé dans cet exercice.

4. a) Résoudre l'inéquation f(x) < 10 en donnant le résultat arrondi a I'unité prés.
b) Interpréter ce résultat dans le contexte de l'exercice.

5. En ne prenant en considération que le seul critére énoncé ci-dessous et les informations suivantes, expliquer dans
quelle catégorie (vulnérable, en danger, en voie d’extinction) se situe le hérisson européen au Royaume-Uni depuis 1950.

L'Union Internationale pour la Conservation de la Nature (UICN) a établi plusieurs critéres pour déterminer si une espéce
est menacée ou non. En simplifiant, I'un d'entre eux précise :

e une espece est « vulnérable » lorsqu'il y a réduction constatée ou modélisée des effectifs d’au moins 30 % depuis 10 ans
ou trois générations, selon la plus longue des deux périodes ;

® une espece est « en danger » lorsqu'il y a réduction constatée ou modélisée des effectifs d'au moins 50 % depuis 10 ans
ou trois générations, selon la plus longue des deux périodes ;

e une espece est en « voie d'extinction » lorsqu'il y a réduction constatée ou modélisée des effectifs d’au moins 80 %
depuis 10 ans ou trois générations, selon la plus longue des deux périodes.

La durée de vie d'une génération de hérissons européens est de 4 a 5 ans ; dans cet exercice, on prendra la valeur de 5 ans.

Sauvonslesherissons.fr et uicn.fr/liste-rouge-mondiale/

D’apres BAC STAV, France métropolitaine, 2018.
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par annuités constantes

3§:=min
1 Amortissement d'une dette

Modeles d’'evolution

Contenus associés :
« Suites et modéles discrets................ Chapitre 1

Spécialitée : SES
Vers le sup : Economie

= Objectif : Déterminer la durée d’un remboursement par annuités constantes.

Isabelle contracte un prét de 50 000 € le 1¢" septembre
2020 a un taux fixe de 1,5 %. Les intéréts de I'emprunt se
calculent sur la somme qu'il reste a rembourser.

Elle a choisi de verser des annuités de remboursement
constantes de 3 000 €.

Une partie servira a payer les intéréts et le reste a payer
I'amortissement (remboursement) du prét.

La premiere année, les intéréts représentent 1,5 %
de 50 000 €, soit 750 €.

Sur les 3000 € qu'elle verse, elle ne rembourse réellement
que 3000-750=2250¢€.

C'est I'amortissement.

Il lui reste 50 000 - 2 250 = 47 750 € a rembourser aprés
un an.

L'année suivante, les 1,5 % d'intéréts s'appliqueront a
47 750 € I'année suivante.

On note:

* (u,) la suite correspondant aux intéréts versés la n-ieme
année,

* (v,) lasuite correspondant a 'amortissement, C’est-a-dire
la part du capital qui est remboursé la n-ieme année,

* (w,)la suite correspondant a la somme de capital encore
dd au début de la n-ieme année.

= Objectif : Déterminer une demi-vie.

Liode 131 est un isotope radioactif utilisé en médecine pour
les radiothérapies dans les cancers de la thyroide.

Le patient doit prendre une gélule contenant 0,01 mg
d’iode 131 au début de son traitement.

Chaque jour, les noyaux d'iode 131 se désintegrent et la
masse de la substance radioactive diminue de 8 %.

On note u,, la masse d'iode 131 exprimée en mg présente
dans le patient n jours apres l'ingestion de la gélule.

1.0na w, =50 000. Déterminer la valeur de u,, v, etw,,.

2. Pour tout entier n = 1, donner une relation entre u,
et vV,

3. Pour tout entier n = 1, donner une relation entre v, ,
w,etw, .

4, On veut calculer le nombre d’années nécessaire pour
rembourser le prét.

Reproduire sur un tableur le tableau suivant.

Al A ] B [ C [ D [ E
Année Montant dd (w,) | Amortissement (v ) | Intéréts (u ) Annuité

12 ] 1 50000
3 2

-

5. Remplir la colonne E.

6. Quelle formule faut-il rentrer dans :
a) la cellule D2 ? b) la cellule C2 ? ¢) la cellule B3 ?

7. En étirant vers le bas, compléter :
a) la colonne D. b) la colonne C. ¢) la colonne B.

8. Déterminer combien d’années il lui faudra pour
rembourser son emprunt.

X .z
20‘=min Contenus associés :
_ R . . * Suites et modéles discrets................ Chapitre 1
Decr0|ssance rad|oact|ve » Fonction logarithme népérien........... Chapitre &

Spécialitée : PC, SVT
Vers le sup : Médical, Paramédical

1. Donner la valeur de uj et u,.

2. Exprimeru,_, en fonctiondeu,,.

n+1

3. En déduire I'expression de u, en fonction de n.

4. Déterminer combien de jours sont nécessaires pour
que la masse d'iode 131 dans le patient devient inférieure
20,001 mg.

5. On appelle demi-vie le temps nécessaire pour que la
moitié des noyaux radioactifs d'iode 131 se désintégrent.
Déterminer la valeur de la demi-vie de I'iode 131.



'0 .z
TICE) 30§min Contenus associés :
"4 . . :
« Suites et modéles discrets................

3 Déplacement « Fonction logarithme népérien...........
d:un solide dans Vers le sup : Physique

un liquide visqueux

= Objectif : Déterminer la vitesse limite ou I'angle d’un lancer.

A » Chute sans vitesse initiale
On lache, sans vitesse initiale, une bille d’acier dans un tube contenant un liquide U @ o
visqueux. On note m la masse de la bille, g l'intensité de la pesanteur, t le temps ) :
etv la vitesse de la bille. Létude mécanique du systeme permet de démontrer que
. e, k A -,
la fonction v vérifie v’(t) = ——v(t) + 0.g ol k et o sont deux constantes positives o |G
m i
dépendant de la matiere de la bille et du liquide.
1. Déterminer la fonction v.
2. Montrer que la bille ne pourra pas dépasser une vitesse limite. x
B » Chute avec vitesse initiale
On lance vers le haut une bille d'acier dans un fluide 7 ¥ L
visqueux. Y46 o/
Les expériences en laboratoire montrent que la trajectoire 14l
obtenue est la courbe représentative de la fonction '
f définie sur [0; 1[ par f(x) = bx + 2In (1 - x) Y2
ou (x; f(x)) sont les coordonnées de la bille dans un repére T
orthonormé d'unité 1 metre. 0,8+
1. a) Ouvrir GeoGebra. Créer un curseur b compris entre 0,6
0 et 10 et la fonction f. 0,4+
- . . €
b) En utilisant le curseur, quelle semble étre la distance 0.2+ fA
maximale que peut atteindre la bille ? Pourquoi ? : S S S S S 3
c) En utilisant le curseur, quelles semblent étre les valeurs _9(')1 | 010203040506070809 1
de b pour lesquelles la trajectoire n'est pas définie ?

d) Modifier le curseur pour que b varie entre 2 et 10.
e) En utilisant le curseur, déterminer la valeur de b pour laquelle la hauteur maximale de la bille est 1,6 metre.

2. a) Déterminer une condition sur b rendant possible la modélisation de l'expérience par cette fonction f.
. . s 2
b) Montrer que la fonction fadmet un maximum égalab -2+ 2In(5).

c) Déterminer pour quelles valeurs du paramétre b la hauteur maximale de la bille ne dépasse pas 1,6 metre.
3. Dans la suite, on choisit b = 5,65 et on souhaite déterminer I'angle de tir 6 de la bille c'est-a-dire I'angle
entre I'axe des abscisses et la tangente a la courbe de la fonction fau point d'abscisse 0.

a) Etablir 4quation de la tangente T, au point d’abscisse 0.

b) On note A le point de coordonnée (1 ; 0) et B le point de T, d’abscisse 1. Déterminer les longueurs
du triangle OAB.

c) Exprimer cos 0 en fonction de b.

d) Déterminer 0.
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modéle de Malthus

istoi o
[Hlstowe des maths] D'55lmin
'ap

Dynamique des populations :

Contenus associés :

« Suites et modéles discrets................ Chapitre 1
« Statistiques a deux variables ............ Chapitre 9
Spécialité : svT

Vers le sup : Biologie

= Objectif : Comprendre la modélisation d’'un phénomene

biologique, I'appliquer et étudier ses limites.

C'est en 1798 que le Révérend Thomas Robert Malthus a formulé son « principe
de population » : « Si elle n'est pas freinée, la population s'accroit en progression
géométrique. Les subsistances ne s'accroissent qu'en progression arithmétique. »

A » Etude discréte

On considére une population P dont la différence entre
le taux de natalité et le taux de mortalité est constante
et égale a r exprimé sous forme décimale (r est appelé
coefficient de croissance). On note P, le nombre d'individus
de la population a I'année n.

1. Exprimer P, en fonction de P, .

2. Exprimer P, en fonction den, Pjetr.

3. Représenter graphiquement P, pourr=0,3,P, =1 puis
r=12etP,=200.

4. Par définition, a" = "9, Expliquer pourquoi le modéle
de Malthus est aussi appelé le modéle exponentielle.

B » Une application : population de la levure de biére

La levure est utilisée en agro-alimentaire pour la production de levain qui est ensuite un élément essentiel de la
fabrication du pain. Diverses levures existent qui n'ont pas la méme vitesse de croissance. Elles sont donc étudiées en
laboratoire pour ensuite étre commercialisées. Dans cet exemple, un milieu nutritif est ensemencé avec Saccharomyces
cerevisiae. On dénombre le nombre de levures N au cours du temps t au fur et a mesure de la croissance. On trace la
courbe en mettant le temps en abscisses et In N en ordonnées.

50 100150200250300350400450500

T T T T T T } T .i_ } Temps (S)
0,5+ H
a1 +
+
1,5+ NG +
o4 +
2 L+ +
-25F +
_3 —+
InN

C» Les limites du modéle

En aoUt 1944, des gardes cOtes américains installent sur
Ille Saint Matthieu a l'ouest des cotes de I'Alaska une
station d'étude et introduisent 29 rennes.

En 1957, le biologiste David Klein poursuit des recherches
sur cette ile et constate qu'il y a 1 350 rennes.

On suppose que la croissance de la population est de
type Malthusien.

On note P, le nombre de rennes en 1944.

1. Que peut-on dire de la courbe entre 175 et 400 s ?

2. On considére que la courbe est une droite entre 175
et 400. Déterminer un ajustement avec la droite des
moindres carrés.

3. Expliquer pourquoi le modéle de Malthus s'applique
entre t = 175 et t = 400 et définir les caractéristiques de
la suite donnant le nombre de levures a chaque seconde.

1. Vérifier que P,; = 1350.

2. Déterminer r le coefficient de croissance a 1073 prés
puis déterminer P, en fonction de n.

3. En 1963, il constate en survolant lile que les rennes
sont environ 6 000. Est-ce que la modélisation précédente
sapplique ?

4. En 1966 les rennes ne sont plus que 42. Expliquer

5. Expliquer la citation de Malthus en vous inspirant
de l'exemple.
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[Histoire des maths] [TICE] 32'=min Contenus associés :
.  Suites et modéles discrets................
5 Dynamique Spécialité : SVT
des popu[ations . Vers le sup : Biologie
modéle de Verhulst discret

= Objectif : Etudier le modele de Verhust discret et son application.

Pierre Francois Verhulst, vers 1840, reprend les travaux de Malthus en introduisant
dans les équations l'interaction des populations avec leur environnement.

A » Comprendre I'équation logistique
On considere une population P et on note P, le nombre d'individus de la population a I'année n.

Dans ce modeéle, la différence entre le taux de natalité et le taux de mortalité est une fonction affine de
la population P, qui sécritr - b P, avecr et b deux réels positifs.

r P
1. On note K la constante s Montrer quer-bP, = r(1 - ?”)

2. Déterminer lim (r — bP). Quelle est l'interprétation biologique der ?

P —0

3. Déterminer lim (r - bP). Quelle est l'interprétation biologique de K ?
P —K

n

. P
4. EtablirqueP, ,-P = rPn[1 - 7”] appelé suite logistique.

B » Exemple de suites

1. Préparer un tableur comme ci-contre ou les cases Al A | g Rang d IC P |V I Dd 5
vertes sont renseignées par l'utilisateur et les cases L1 | K= angdelasuite P, ValeurdeP,
rouges calculent les termes de la suite. 12 |r= 0 =
. P, =

a) Quelle formule entrer en D2 pour afficher la valeur L3 1% !
renseignée par I'utilisateur en B3 ? 14 2

5 3
b) Quelle formule entrer en D3 pour calculer P, 72 —
- 1 6 4
Etendre cette formule vers le bas. =1 s
2. A l'aide du tableur, représenter ces trois suites : g | 6
a)K=15,r=06etP,=20 o | 7
c)K=15r=24etP,=12. 1 9
3. Décrire le comportement de ces trois suites. 12 10

C » Evolution d’une population d’éléphants

Ala fin du XIX®, la population des éléphants est en voie d’extinction et un parc naturel entre 'Afrique du Sud
et le Mozambique est créé : le parc Kruger. Le tableau ci-dessous indique les effectifs observés.

Années 1905 {1923 | 1930 [ 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
Effectifs observés | 10 13 29 | 450 | 980 |3010 |5800 6500 |7400 |7200 |7310

1. Représenter cette suite.

2. Etablir les caractéristiques de la suite logistique permettant
de modéliser I'évolution de la population des éléphants.
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3;‘5 min Contenus associés : A
- e  Primitives et équations différentielles. Chapitre 5
6 TP| Modéle Spécialités : SVT, SES
de Verhulst continu vers le sup : Economie

= Objectif : Utilisation de I'équation différentielle logistique en économie.

( Remarque Il est indispensable d'avoir au préalable fait le TP précédent avant d’aborder celui-ci.

A » Du discret au continu

On note N(t) la population de la Terre a I'instant t mesuré en secondes. On considére, aux vues du grand nombre de
personnes au monde (par exemple 139 millions de naissances en 2014), que l'accroissement de la population par
seconde est constant, c’est-a-dire que N(t + k) — N(t) = k(N(t + 1) — N(t)).

N(t + h) - N(t)
h

1. Que peut-on dire de quand h tend vers 0 ?

On suppose que les taux de naissances (noté o) et de déces (noté ) sont proportionnels a la taille de la population.
2. Exprimer N'(t) en fonction de N(t), o et B, puis résoudre I'équation différentielle.
3. Quel modeéle d'évolution reconnaissez-vous ?

4. Etablir le modéle de Verhulst continu a partir du modéle de Verhulst discret.

B » En économie

En mars 2019, deux ingénieurs ont mis au point un produit alimentaire révolutionnaire composé pour l'essentiel
d'insectes. lls sont parvenus a créer leur start-up et a commercialiser le produit.

Devant le succes croissant de ce produit, la société a décidé de se développer en formant un réseau de franchises.
Elle prévoit que le nombre de franchises croitra de facon logistique (c'est-a-dire selon le modéle de Verhulst) avec
un taux de croissance intrinseque r égal a 0,4 et une capacité maximale de franchises K égale a 1 000 (fixée par la
Iégislation en vigueur). Lobjectif est de retrouver I'expression de la fonction logistique associée.

1. On compte initialement 100 franchises. En notant N(t) le nombre de franchises a la date t, écrire I'équation
différentielle logistique associée.

2. 0n suppose que, pour tout t, N(t) est non nul. On pose P(t) = L

N(t)
_I\I,Z((:)) puis montrer que P est solution d’une équation différentielle de la forme y’ = ay + b.

En déduire l'expression de P(t), puis celle de N(t).

Vérifier que P’(t) =

3. Combien de temps faudra-t-il pour que la société puisse compter 500 franchises ?

C» Comportement des fonctions logistiques
SoitK>0etr>0. ry

+est solution de I'équation différentielle ~~~""""""""""""""1 oo )
1+( ]e‘" /

Yo~ 1 4‘/_
}// = [:)/( - 1) | ! | | | | | X

K

1. Montrer quef(t) =K

0)=y,

2. Pour chacune des constantes suivantes, représenter les solutions. Que constate-t-on ?

K=15r=06¢ety,=20 K=15r=19ety,=14 K=15r=24ety,=12.
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7 Modéle proie
prédateur

Contenus associés :
» Suites et modéles discrets................

Spécialité : svT
Vers le sup : Biologie

= Objectif : Etablir un modéle proie prédateur a partir des données observées puis I'appliquer.

A » Evolution d’une population de lapins sans prédateur

« Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de
tous les cotés par un mur. Combien de couples obtient-on
en un an si chaque couple engendre tous les mois un
nouveau couple a compter du troisieme mois de son

existence 7 »
Leonardo Fibonacci - Liber Abaci - 1202

On note L, le nombre de couples de lapins a la fin du
n-iéme mois et on précise que le premier couple est a
son 1¢" mois d'existence.

B » Evolution de la population du liévre et du

1. A partir de combien de temps un couple devient
fertile ? Combien de temps dure une gestation ?

2.a) Justifierquel,=1,L,=1etl;=2.
b) Déterminer les huit premiers termes de la suite.

3.ExprimerL, ,enfonctiondel etl ...

4. Représenter cette suite. Décrire I'évolution de
la population de lapins.

lynx dans la baie de Hudson

La compagnie de la baie de Hudson a réalisé des comptages de liévres et de lynx entre 1845 et 1955.

Population de liévres Population de lynx
(en milliers) (en milliers)
160 + l ‘ +12

120 + —Liévres — Lynx -9
80 + -6
40 -3
0 } } } f f } } } — 0

1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1955

Année

1. Etudier Iévolution de la population des liévres puis des
lynx. Interpréter avec le contexte.

On note (u,) la population des lynx et (v,)) la population
des lievres a l'année n. La population au tempsn + 1 est la
population au temps n auquel on ajoute les naissances et
on ote les décés.

2. Enl'absence de lynx, on suppose que les liévres
proliferent sans déces. On note a (a > 0) le taux de
reproduction des liévres sous forme décimale entre les
annéesnetn+ 1.Exprimerv, , enfonctiondev,.

3. En l'absence de liévres, on suppose que les lynx
dépérissent sans naissance. On note c le taux de mortalité
sous forme décimale des lynx entre les annéesn et n +1.
Exprimeru,,_, en fonction de u,,

4. On suppose que le taux de mortalité des lievres est
proportionnel au nombre de lynx et que le taux de
natalité des lynx est proportionnel aux nombres de lievres.

Comment exprimer le taux de mortalité des lievres et le
taux de natalité des lynx ?

5. Expliquer le systéme de suites suivant ot g, b, ¢, d sont
des constantes positives
{unﬂ =(1-c)u, +du,v, lynx

Vo =(1+a)v, +bu,v, lievres

6. Les études biologiques montrent :

« qu'en I'absence de lynx, la population des lievres
augmentede 5% ;

e guen I'absence de lievres, la population de lynx diminue
de 3 %.

On suppose de plus que b=0,001 et d = 0,0002.

Proposer une feuille de tableur permettant de calculer le
n-iéme terme des deux suites.

7. Représenter sur un méme graphique les suites u,
etv, en fonction de n pour n=0a n=450. Comparer les
résultats avec la question 1.

Théme 2 « Modéles d'évolution
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n Tables d'interét

= Objectif : Déterminer une méthode rapide
pour trouver le nombre d’années permettant
de multiplier par k un capital donné.

A » Soit un capital C placé & un taux t d'intéréts compo-
sés. On cherche une méthode rapide pour déterminer
approximativement le nombre d’années permettant de
tripler ce capital.

1. a) Soit la fonction h définie sur ]-1; +o[ par:

h(x)=x—x7—ln(1+x).

Calculer h'(x).
b) Déterminer le sens de variation de h sur ]-1 ; +oof.
c) En déduire le signe de h sur ]-1 ; +o].

2. a) Soit la fonction g définie sur ]-1; +o°[ par:
gx)=x-In(1+x).

Calculer g’(x).

b) Déterminer le sens de variation de g sur]-1; +cc[.

c) En déduire le signe de g sur ]-1; +ool.

3. Al'aide des questions 1. et 2., montrer que, pour tout

x=0:
%2
x—jsln(1+x)sx.

4. Pour des petites valeurs de x on peut considérer que
2

. . L X
In (1 + x) = x avec un majorant de l'erreur égal a -5

Expliquer pourquoi, afin de calculer mentalement le
nombre d'années permettant de tripler un capital, on

110
peut utiliser la régle : « Un capital triple au bout de e

années, avec t le taux d'intéréts, valable pour de petites
valeurs de t. »

B » On rappelle qu'un capital C placé a un taux de t % en
composition annuelle signifie qu'au bout d'une année le

t
nouveau capital est C X (1 + ﬁj' un capital C placé a
un taux de t % en composition mensuelle signifie qu’au
12
t
, . . 12
bout d’'une année le nouveau capital estC x| 1+ oo |

(Y

45§ mi
'."' min

Approche historique
de la fonction logarithme

Contenus associés :
» Fonction logarithme népérien

Spécialité : SES
Vers le sup : Economie

.................. Chapitre &

1.En prenantt =5 % et C=1 500 €, comparer les deux
types de placements précédemment décrits.

2. En finance, on utilise le taux d'intérét continu. On peut
I'imaginer comme étant une périodicité infiniment petite.
Soit un capital C placé a un taux de t % en composition
sur une période m; le capital C" au bout d’'une année sera:
m
Cx|1+~
100

X n
1+—| =e
n—+w n

a) En utilisant le résultat lim
m
t
. L
m = Ce100_

expliquer pourquoi lim Cx|1+-—*=
m—s+o 100

b) Avec un placement a intérét continu, quel doit étre
le taux d'intérét afin de pouvoir doubler son capital en
unan?

c) De fagon générale, avec un placement a intérét continu,
quel doit étre le taux d'intérét afin de :

» multiplier par k, avec k € R¥, son capital en un an ?

(Le taux d'intérét trouvé dépendra de k.)

e augmenter son capital de 70 % au bout de 5 ans ?



-,égmin rCo'nt.enus asspcié_s: ]
Relation fonctionne"e o Limites et continuite ......eevcurercncneccnnnne
flxy) = £l + f(y)

= Objectif : Découvrir une autre approche de la fonction In.

On cherche a déterminer les fonctions qui vérifient la relation fonctionnelle suivante :
flxy) = flx) + f(y).

A » Recherche de solutions particuliéres

Parmi les fonctions suivantes, quelles sont celles qui vérifient la relation fonctionnelle ci-dessus ?
a) La fonction nulle.

b) La fonction lindaire y = x.

c) La fonction carrée.

B » Recherche de quelques propriétés
1. Quelle que soit la fonction qui vérifie cette relation fonctionnelle, si elle est l‘ CapBRPATEs f(0) = (0 x 0)

définie en 0, que vaut f(0) ?
Montrer que, dans ce cas, il s'agirait nécessairement de la fonction nulle.

2. Quelle que soit la fonction qui vérifie cette relation fonctionnelle, montrer que :
f(1)=0.

3. Montrer que toute fonction définie sur R* vérifiant cette relation fonctionnelle est nécessairement paire.

4. Quelle que soit la fonction qui vérifie cette relation fonctionnelle : ‘
a) Montrer que, pourx#0: !
1
f(—) =—f(x).
x

b) Si fest une fonction définie sur R* telle que, pour tout x > 1, f(x) > 0, en déduire alors le signe de f sur R*.

5. Montrer que f(x?) = 2 X f(x).

(Coupldelpouce RO f(x x %J

(CRemarque En itérant le processus, on montre, en fait, que pour tout n € N, f(x") =n x f(x).

C » Cas particulier des fonctions continues
On suppose dans la suite de I'activité que la fonction vérifiant cette relation fonctionnelle est non nulle et continue.

On considérera les fonctions définies sur ]0 ; +o°[.
l‘ CAPEBEAIES On utilisera le

x
—J =f(x)-f(y). résultat de la partie B> 4. a..

J
2. Montrer que, pour toutx>0eth>0:

1. Montrer que f[

h
fl1+—|-f(1
Flx+ h) - F() (J’xj U
= X —.
h h x
* 1
3. Silafonction f est dérivable en 1, en déduire que f'(x)=f"(1) x pt

D » Cas particulier de la fonction continue sur ]0 ; +oo[ vérifiant f'(1) = 1
1. A l'aide de la réponse a la question précédente, déduire le sens de variation de f sur 10 ; + o[,
2. Avec le méme type de raisonnement, en déduire le signe de f selon les valeurs de x.

3. Endéduire que lim f(x)=+%et lim f(x)=-c°, l‘ (Coupldepouce}
X x=0 ® Prendre x = 2" avec n € N et montrer que
(CRemarque On appelle In la fonction vérifiant ces conditions. lim £(2") =+,
n—+0
1
e Pour la limite en O, utiliser lim —=0.

x—+2 X
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par dichotomie

= Objectif : Déterminer une valeur approchée de In 2 a une précision 107 pres, p € N.

La méthode utilisée sera la méthode par dichotomie qui repose sur le théoreme suivant.

Théoréme

Soit f une fonction continue et strictement croissante sur un intervalle [a ; b] telle que

f(a)f(b) < 0. Il existe alors une unique solution o a I'équation f(x) = 0 sur cet intervalle.

Dans la suite, on notera f la fonction définie sur [0; 1] par : ¥
fix) =e*-2. T

1. Ecrire la fonction Python " £ de parameétre un flottant x correspondant
a la fonction numérique £ mentionnée ci-dessus et qui retourne donc e*—2 @,
(deux lignes de code). x

2. a) Ecrire la fonction Python Dicho ayant pour paramétres des flottantsa 0 0,5 1
etb, une fonction £ (vérifiant les hypothéeses du théoréme énoncé) et un entier
naturel n qui retourne une valeur approchée de o, solution de I'équation f(x) =0
a 107P prés, a partir du programme incomplet écrit ci-dessous.

from math import*
def f£(x):
return..
def Dicho(a,b,f,n) :
while b-a>..:
m=(a+b) /2
if £(m) ..:
a=..
else
b=..
return..

b) Résoudre I'équation f(x) = 0.
¢) En déduire une valeur approchée de In2 & 10 prés a l'aide de la fonction Dicho, en saisissant sur la console
Dicho(a,b, f,n) enayant pris le soin de remplacer g, b et n par les valeurs adéquates.

3. a) Modifier le programme Python de facon a le rendre plus performant et qu'il puisse étre également utilisé dans
le cas d’une fonction non nécessairement croissante.

b) Le tester dans le cas ol f(x) = 2 - €%, la fonction f est ainsi décroissante, mais la solution de I'équation f(x) = 0 est
toujours In2.

from math import¥*
def f£(x):
return..
def Dicho(a,b,f,n) :
while b-a>..:
m=(a+b) /2
if £(a)*£(b)>0:
a=..
else
b=..
return..
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o o » Fonction logarithme népérien.....
Algorithme de Briggs - i

= Objectif : Construire une table des logarithmes décimaux.

Henry Briggs (1556-1630) est un mathématicien anglais qui fut coinventeur, avec John Napier, alias
Neper, des logarithmes décimaux. On donne ci-dessous une description de sa méthode permettant
de trouver une valeur approchée de log 5.

Cette méthode de Briggs a permis de construire la table des logarithmes décimaux publiée en 1624
et expliquée par Euler en 1748.

Napier
» Explicati : i O]
A » Explication de la méthode de Briggs par Euler T e s =

1.Télécharger la table des logarithmes a l'aide du lien ci-contre. Vlenmini i/maths-103-01  [al

Soit la base logarithmique a = 10, qui est celle des tables ordinaires, et proposons-nous de trouver le logarithme
approché de 5. Comme ce nombre est renfermé entre les limites 1 et 10, dont les logarithmes sont 0 et 1, on
procédera de la maniére suivante a I'extraction des racines, et on continuera les opérations jusqu’a ce qu'on soit
arrivé a des limites, qui ne différent plus du nombre proposé 5.

Ainsi, en prenant des moyennes proportionnelles, on est parvenu a trouver Z = 5,000 000 ; a quoi répond
le logarithme cherché 0,678 970 ; en supposant la base logarithmique a = 10.

69 897
Par conséquent, 10100000 — 53-pey-prés. C'est de cette maniére que Briggs et Ulacq ont calculé la table ordinaire

des logarithmes, quoiqu’on ait imaginé depuis des méthodes plus expéditives pour les trouver.
Leonhard Euler, Introduction a I'analyse infinitésimale.

2. 0n appelle moyenne géométrique ¢ de deux nombres a et b, le nombre ¢ vérifiantc = +/ab.
A partir de C, tous les nombres de la 1" colonne correspondent a des moyennes géométriques de deux nombres,
expliquées en 3¢ colonne (ex. C=+/AB), et tous les nombres de la 2¢ colonne correspondent a la moyenne arith-

logA+logB

métique des deux nombres correspondants dans la 2€ colonne (ex.logC = ou IC correspond a logC).

La suite formée par les moyennes géométriques en 1" colonne converge vers 5 et la suite formée par les moyennes
arithmétiques en 2€ colonne converge vers log 5.
Avec cette méthode, détailler le calcul permettant d'obtenir le nombre D puis ID.

3. Le processus semble identique de C a F ; pourquoi différe-t-il pour le calcul de G ?

4., Apres plusieurs itérations de la méthode, on se rapproche du nombre 5 avec Z et une valeur approchée
delog5est/Z.
Expliquer alors pourquoi il apparait dans le texte la phrase :

69 897
« Par conséquent, 10100000 = 5 3 pey prés. » A1l
B~ 10
B » Construction de la table a lI'aide d’un algorithme 1a-0
1B~1
1. On veut que l'algorithme ci-contre permette de déterminer une valeur | Tant que B-x>10® faire
approchée de log 5, avec une précision de 10~> prés. Par quelles valeurs Si JAB £ x alors
faudrait-il alors remplacer xetp ? A~ AB
2. Programmer cet algorithme en langage Python " et vérifier que l'on 1a L2A*1B
retrouve effectivement la valeur approchée de log 5 annoncée dans la table Sinon 2
de la partie A. B /AB
1p. la+1B
I‘ CAHEBEETES Lors de la saisie de cet algorithme, il faudra : 2
@ importer le module math. Fin si
- . , Fin du Tant que
@ utilisermath.sqgrt pour la racine carrée. Afficher 1B
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Raréefaction
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Contenus associés :
« Suites et modéles discrets
« Fonction logarithme népérien

....... Chapitre 1

..... Chapitre &

= Objectifs : Faire le lien entre la raréfaction des nombres premiers et la fonction In.

Au XIX¢€ siecle, Adrien-Marie Legendre (1752-1833) a réussi a démontré la raréfaction des nombres premiers : plus

. . m(n
le nombre entier naturel n est grand, plus la proportion Q avec 7(n) le nombre de nombres
n

premiers inférieurs a n, est petit et tend vers 0 quand n tend vers + o,

2 5 . n N 5 n
Sa démonstration repose sur une approximation de 7t(n), a savoir ©t(n) = S
n

Carl-Friedrich Gauss (1777-1855), aurait découvert également cette relation a I'age de 15 ans, en 1792. Gauss
1. On donne ci-contre un tableur dans lequel on peut lire: | B G D
n un nombre entier naturel, T(n) le nombre de nombres 1 n n(n) E(n)
. P N n

premiers inférieurs an et E(n) = ——. 2 10 4 25

n(n) 3 100 25 4 1,5
a) Retrouver mentalement la valeur de la cellule B2. 4 1000 168 | 5,952380952 | 1,952380952
b) A partir de la cellule B3, la détermination de nombre 5 10000 1229 | 8,136696501 | 2,184315549
premiers inférieurs a n est plus longue ; retrouver les valeurs [ g 100000 9592 | 10,42535446 | 2,288657961
des cellules B3 a B6 a I'aide d'un programme Python ﬁ . |6 1000000 78498 | 12,73917807 | 2,313823606
Compléter a cet effet le programme ci-aprés. 6 | 10000000 664579 | 15,04712006 @ 2,307941988

6 | 100000000 | 5761455 | 17,35672673 | 2,309606673

2. Télécharger la feuille de calculs de
la question 1. a partir du lien ci-contre.

Nombres premiers
lienmini.fr/maths-t03-02

a) Quelle formule doit-on saisir en C2
et copier glisser vers le bas ?

b) Quelle formule doit-on saisir en D3 et copier glisser vers le bas afin
de calculer la différence de deux termes successifs ?

c) Compléter les colonnes C et D.

La suite E(n) semble avoir un comportement qui se rapproche d’une
suite (u,). Quelle est la nature de cette suite ?

d) Soit (v,)) la suite définie par la colonne A,onav, =10;v, =100...
Quelle est la nature de cette suite ?

On observe ainsi un lien entre une suite géométrique et une suite
arithmétique, l'idée de la transformation d'un produit en somme,
d'ou la conjecture d'une progression arithmétique dont la raison
serait de la forme In (a).

e) Compte-tenu de la raison déterminée pour la suite (v,), conjecturer
la raison de la suite (u,).

[a] 5%

b=0
if N==
b=1
else
for i in range (..,..) :
if N%i==.:
b=1
return ..

from math import*
def test premier (N) :

def nom_ nombreslers (M) :
compteur=0

for i in range (2,..) :
n=test premier (i)

return ..

if

n==

compteur=..

f) Vérifier cette conjecture a partir des valeurs obtenues a I'aide du tableur.

3. Rajouter en colonne E le calcul de In (n) et vérifier le résultat découvert par Legendre et Gauss.

262




Calculs d'aires
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(‘Histoire des maths ) (TICE) §55§ min Contenus associés :
a « Suites et modéles discrets................. Chapitre 1

1 Quadrature o Calculintégral ............................... Chapitre 6
de la parabole
par la méthode d'Archimeéde

= Objectif : Comprendre I'algorithme qui approche I'aire du secteur parabolique
al'aide de triangles. Démontrer la formule a I'aide des suites géométriques.

Etape 0

A » Construction du triangle de base [AB] d’aire maximale AX‘?tqe B
symétrie

Soit la parabole d'équation y = (x + 2)? et A et B les points de la parabole d'abscisses

respectives -4 et 1. '

On note A l'aire du domaine hachuré entre la parabole et le segment [AB] sur [-4; 1].

1. Al'aide de GeoGebra, tracer cette parabole, placer les points A, B et | le milieu
de [AB].

2. Placer C le point de la parabole et de la droite passant par | et paralléle a 'axe
de symétrie de la parabole. f
Quelle est la valeur de I'aire de ABC (notée a) affichée par le logiciel ?

ATV TR VTN

3. Créer un point M libre sur la parabole et afficher I'aire du triangle ABM.
Vérifier que ABC est bien le triangle de base [AB] d’aire maximale.

I
-
Q
T
[}
-

. . T 4 .
B » Démonstration de I'égalité o = 3 Aire (ABC)

Archimede démontre ce résultat : il approche l'aire s en construisant une suite (a,)
des sommes d'aires de triangles construits a I'intérieur de ce domaine.

1. 0n recommence le procédé de construction de triangles (vu en A) avec les deux

secteurs de parabole de bases [AC] et [CB]. A
a) Tracer les triangles ACD et CBE d'aire maximale dans ces deux secteurs et constater /
que ACD et CBE ont la méme aire. 1 :
b) On note a, la somme des aires de ces deux triangles. Vérifier que a, = 2 ag. f

c) On contruit les triangles d'aires maximales dans chacun des secteurs de parabole D
de bases [AD], [DC], [CE] et [EB]. On note a, la somme des aires de ces quatre triangles.

a
Ias . : 1 2
Calculer I'aire des quatre triangles puis -~ Etape 2

2
d) On note (a,) I'aire des triangles obtenus a I'étape n. Quelle semble étre la nature de B
la suite (a,,) ?
e) Que représentea, +ad, +... +a, ?

2. Quelle que soit la parabole, on peut construire avec le méme procédé de tels /
triangles. On note g I'aire de ABC et g, la somme des aires des triangles construits L
a l'étape n. On admet que la suite (a,) est toujours une suite géométrique de méme /
raison g. A

a) D'aprés I'exemple précédent, préciser la raison g puis exprimer a, en fonction de a,
etn. f
b) Exprimera, +a, +a, + ... +a, en fonction de g, et n. F

c) Déterminer ’H\l(ao +a,+a,+...+a,) et conclure que o = g dg. D
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Contenus associes :
 Suites et modéles discrets................ Chapitre 1
vy » Fonction logarithme népérien........... Chapitre &4
[Histoire des maths] [TICE] 30’=min « Primitives et équations différentielles. Chapitre 5
> o Calculintégral ............................... Chapitre 6
pATP| Quadrature Spécialité : NS|
de l’huperbole Vers le sup : Informatique
= Objectif : Etudier des algorithmes permettant de calculer I'intégrale de la fonction inverse.
Soit fla fonction inverse définie sur [Rfr par fix) = l et t un réel L 5 17
x .
supérieur a 1. On note I(t) I'aire sous la courbe de la fonction fentre 1 et t. T
0,8
A » Méthode de Grégoire de Saint-Vincent 06
1. Montrer que pout tout t = 1, [(t) = Int. 0.4
2.0n considére la suite (t,) géométrique de raison 2 et de 02T
premier terme t,=1.
a) Donner I'expression de t, en fonction de n, pourn = 1. 0

b) Monter que I(t,,) =It,) +In2.Quelle est la nature de la suite /(t,) ?
c) Expliquer la phrase de Grégoire de Saint Vincent : « Si les abscisses d'une hyperbole équilatére croissent en
progression géométrique, les aires des surfaces découpées entre I'hyperbole et son asymptote par les lignes
ordonnées correspondantes croissent en progression arithmétique ».

B » Calcul d’une valeur approchée de In 2 par la méthode de Brouncker
Lord William Brouncker (1620-1680) propose d'approcher /(2) = In2 par des aires de rectangles situés sous I'hyperbole.

Etape 1 Etape 2 Etape 3
1 1
flx) = — 1 1
0,75+ x flxy=— L 7ty =—
D C X X
05 G F F
0,25+ 6 I of N
A B C 1 7 C
1 2 D E D E ™
A(1;0)
B(2;0)
C(2;0,5) A B A B
D(1;0,5) 1 2 1 2
E est le milieu de [DC] | et M sont les milieux de [GF] et [EC]
F appartient a 'hyperbole Jet N appartiennent a I'hyperbole

1. a) En suivant le méme procédé, combien de rectangles devrait-on construire a I'étape 4 ?
b) Calculer l'aire des rectangles ABCD, DEFG, GIJL et EMNO.

. . 1 . .
c) Montrer que chaque aire de rectangle peut sécrire sous laforme —————— aveci un entier que l'on
précisera. 2i x(2i = 1)

d) Donner une estimation de In2.

. . . . 1
2.0n admet que les n premiers rectangles construits vont tous avoir une aire de la forme m
ix(2i -
avec i entier compris entre 1 etn.
a) Ecrire un programme en Python permettant de calculer la somme des aires des n premiers rectangles.

b) Exécuter le programme pour n = 100. Que constate-t-on ?
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3 Approximation
de l'aire sous la courbe

de la fonction exponentielle

Contenus associés :
» Suites et modéles discrets.................

= Objectif : Approcher I'aire sous la courbe de la fonction exponentielle.

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par f(x) = e~
On souhaite approcher l'aire sous la courbe entre 0 et 1.

1. On partage l'intervalle [0 ; 1] en 10 intervalles de méme
amplitude. On définit une suite de rectangles inférieurs comme
ci-contre. La figure est composée de 10 rectangles, on note U, ,
I'aire des rectangles inférieurs.

a) Quelle est la largeur de chaque rectangle ?

b) Quelles sont les longueurs des deux premiers rectangles ?
c) Ecrire U, , en fonction de f puis donner une valeur approchée
deU;,a 1072

2. On partage l'intervalle [0 ; 1] en n intervalles de méme
amplitude et on construit la suite des rectangles inférieurs.

a) Ecrire U, en fonction de n et def.

b) Soit n € N. On note (u,,) la suite définie pour m = 0 par
1

u,, =(en)™ Quelle est la nature de la suite (u,,) ?
) Calculeruy +u, + ... +ugy et déterminer U, .

2,6+
2,4+
2,2+

2__
1,8+
1,6+
1,4+
1.2+

/4

0,8+
0,6+
0,4+
0.2+

|

Yy

-0,10

d) Exprimer U, en fonction de u,, puis exprimer U, en fonction de n.

3. On partage l'intervalle [0 ; 1] en 10 intervalles de méme
amplitude. On définit une suite de rectangles supérieurs comme
ci-contre. La figure est composée de 10 rectangles, on note V,
I'aire des rectangles supérieurs.

a) Exprimer V, , en fonction de U, .. Donner une valeur approchée
de V,,a 1072 pres.

b) Déterminer la monotonie des suites (U,) et (V,).

¢) Exprimer la suite (V, - U,) en fonction de n puis déterminer
sa limite. Les suites (U,) et (V,) sont appelées suites adjacentes.

4. On appelle erreur de mesure la suite, notée (E,), définie par la
différence entre l'aire exacte s et I'aire approchée par la suite (U,).
On définit de méme (F,) par la différence entre I'aire approchée
par (V,) et l'aire exacte s{.

a) Calculer £,y et F, .

b) Déterminer n pour que l'erreur de mesure E,, soit inférieure
a1072

c) Déterminer n pour que l'erreur de mesure F, soit inférieure
a102

2,6+
2,4+
22+

1,8+
1,6+
14+

010203040506 0,7 0809 1

7]

0,8

0,6

04

0,2

I

-0,10

0,10203040506070809 1

u +Vv
d) On note (W,) la suite définie par W, = % Déterminer n pour que l'erreur de mesure soit inférieure & 1072,
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A » Interprétation de la situation

Estimation de l'aire
sous la courbe par la
meéthode de Monte-Carlo

= Objectif : Estimer I'aire sous la courbe de la fonction f définie par f(x) = e * surlintervalle [0; 1].

Contenus associés :

e Calculintégral .................oooooins
« Lois de probabilité a densité.............

Spécialité : NSI
Vers le sup : Informatique

Chapitre 6
Chapitre 8

1

On consideére le carré ¢ de coté 1 et le domaine hachuré 9 sous la courbe r it . i

de la fonction f comme illustré ci-contre. 087 .

Soit M(x; ) un point situé a l'intérieur du carré 6. 0,6 .

1. A quelles conditions portant surxety,le point M: 04 N
a) est-il a l'intérieur du carré 4 ? 0.27 7

b) est-il a I'intérieur du domaine % ?

2. Une expérience aléatoire consiste a placer au hasard un point M a l'intérieur du carré 6.

a) Quelles sont les issues possibles de cette expérience aléatoire ?

Aire (%)

b) Montrer que la probabilité que ce point appartienne au domaine & est donnée parp="-""",

1
c) Justifier alors que cette probabilité p est égale a Je‘xz dx .

Aire ()

3. On répéte n fois cette expérience aléatoire de fagon indépendante.
On compte le nombre N de fois ou le point M appartient au domaine %.
a) Quelle est alors la fréquence f de I'événement : « M appartient au domaine & » ?

b) Quel lien existe-t-il entre la probabilité p et la fréquence f ?

B » Simulation

1. Lalgorithme ci-contre permet de simuler n fois

cette expérience aléatoire et de compter le nombre de fois
ou le point M appartient au domaine 9.

La valeur de n est saisie par I'utilisateur.

a) Compléter I'algorithme.

b) Quel est le résultat obtenu en sortie ?

2. a) Compléter le programme Python " ci-contre,
traduction de I'algorithme précédent.

b) Quelle est la valeur obtenue pourn =1 000 ?
En déduire une valeur approchée de Je"‘z dx.

c) Aprés plusieurs essais, obtient-on toujours la méme valeur ?

Sinon, comment l'expliquer ?

d) Trouver une valeur de n pour laquelle on obtient les trois premiéres

décimales de fagon stable.

0| 02040608 1

ne?
S¢<0
Pour i allant de 1 & ..

x¢<Nombre aléatoire entre 0 et 1
y«Nombre aléatoire entre 0 et 1

Si ys .
alors S«S+1
Fin si
Fin Pour
Afficher S/n

from math import¥*

S =
:for i in range(n):

H i S=8s+1
resultat = S/n
print (resultat)

from random import¥*
o

X= oiiiiiiiieen

if y <= exp(-x**2):




Contenus associés :

« Suites et modéles discrets................

Approximation dert  Calculintégral ...........

par les aires

= Objectif : Effectuer une approximation de I'aire du cercle par des polygones inscrits et exinscrit.

| Dans « Lart mathématique en neuf chapitres», le mathématicien chinois Liu Hui (220 - 280) donne
une valeur approchée du nombre irrationnel t, en encadrant l'aire d’un disque unité entre les aires
de deux polygones réguliers. Le premier polygone est inscrit dans le cercle et a donc une aire

inférieure a m, le second est exinscrit, son aire est donc supérieure a .

A » Entre deux carrés

Soit € le cercle de centre O et de rayon 1. On considére le carré ABCD inscrit dans le cercle
et le carré EFGH tangent au cercleen A, B, Cet D.

1. Calculer la longueur AB.

2. Calculer les aires des deux carrés puis en déduire un premier encadrement de 7.

B » Entre deux hexagones réguliers

Ci-dessous, I'hexagone ABCDEF est inscrit dans 6
(Figure @). L'hexagone IJKLMN est exinscrit, soit
tangentaé en A, B, C, D, E et F. (Figure (2))

1. En se plagant dans AOH, montrer que

N
N

OH = cos T et AH= sin T .
6 6

En déduire I'aire du triangle OAB, puis de I'hexagone
ABCDEF.

2. Montrer que Al = tan(g) . Quelle est I'aire de I'hexagone IJKLMN ?
3. En déduire un nouvel encadrement de T.

C » Généralisation avec deux polygones réguliers a n cotés

1. Le polygone a n cotés inscrit est composé de n triangles isocéles identiques a OBA.
En se placant dans OAH, calculer OH et HA puis l'aire de OAB en fonction de B.

2. Le polygone a n cotés exinscrit est composé de n triangles isocéles identiques a OIN.
En se placant dans OAl, calculer Al puis I'aire de OIN en fonction de B.

e, (= T T
3. En déduire I'encadrement : n sm(—jcos(—j =smT=n tan(—).
n n n

4. Plus on augmente le nombre de c6tés des polygones, plus 'encadrement sera précis.
Liu Hui a utilisé deux polygones réguliers de 96 cotés.

Figure @ Figure 2)
B
|
: A
5
N
F
B
H
o) D A
I
|
0 B A
N

Donner I'encadrement obtenu avec 96 cotés puis une valeur approchée de m en faisant
la moyenne des deux bornes de I'encadrement.

Théme &4 » Calculs d'aires
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TICE "Ei" min

Courbe de Lorenz

Repartition des richesses,
inegalites

Contenus associés :

e Convexité...............o Chapitre 3
« Statistiques a deux variables................... Chapitre 9
Spécialité : SES

Vers le sup : Economie, Sociologie

= Objectif : Obtenir une courbe de Lorenz pour évaluer des inégalités.

A» Exemple 1 : revenu disponible
par ménage selon la tranche de revenu

. Nombre
Tranche Limite L,
L. Revenu d’unités de
de revenu supérieure
annuel consom.
annuel de tranche moven moven par
disponible |  (décile) v VR
ménage
<aD1 13630 10030 1,11
DeD1aD2 17 470 15630 1,15
DeD2aD3 21120 19 280 1,24
De D3 aD4 25390 23210 1,36
De D4 a D5 30040 27 680 1,49
De D5 a D6 35060 32470 1,61
De D6 a D7 41290 38080 1,73
De D7 aD8 49 350 45070 1,82
De D8a D9 63210 55300 1,89
> D9 " 96 240 1,97

Champ : France métropolitaine, ménages dont le revenu

est déclaré au fisc est positif ou nul et dont la personne

de référence n'est pas étudiante.

Lecture: en 2015, les 10 % de ménages dont le revenu est

compris entre 17 470 euros (D2) et 21 120 euros (D3) ont

un revenu annuel disponible moyen de 19 280 euros.
Sources : Insee-DGFiP-Cnaf-Cnav-CCMSA,
enquéte Revenus fiscaux et sociaux, 2015

1. Le lien suivant permet de télécharger le tableau
du revenu disponible par ménage selon la tranche
de revenu, en 2015 et en euros.

Revenu disponible
par ménage :
lienminifr/maths-t05-01 &I

[EltaE
;

Télécharger le tableau et le compléter en calculant pour
chacune des tranches de déciles :

e le pourcentage de la masse totale des revenus
disponibles (on vérifiera que le total des revenus annuels
est de 362 990 euros) ;

e le cumul du pourcentage de la masse totale des
revenus disponibles.

l‘ (Coup]defpouce]
Les 10 % des ménages ayant un revenu disponible
compris entre D4 et D5 ont un revenu annuel moyen
de 27 680 euros, ce qui représente un pourcentage de
27 680

362 990

% 100 de la masse totale des revenus.

2. Représenter sur le tableur et sur le graphique
ci-dessous le pourcentage cumulé de la masse totale
des revenus disponibles en fonction des pourcentages
des déciles correspondants. Joindre les points par des
segments.

0,9
0,8
0,7+

0,5+
04+

0,2
0,1

T T T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 0,7 0,8 09 1

Dans ce type de graphique ou les abscisses sont les
déciles (cumul croissant de fréquences) et les ordonnées
les parts d’'une grandeur étudiée (cumul croissant
de pourcentages), les courbes obtenues s'appellent
des courbes de Lorenz. Elles mettent en évidence la
répartition de la grandeur étudiée pour permettre des
comparaisons.

3. a) Quelle est l'interprétation de la diagonale
du graphique ?

b) Quelle interprétation peut-on donner de I'éloigne-
ment de la courbe de Lorenz des revenus disponibles
avec la diagonale ?



4. Une courbe de Lorenz est ajustée par une fonction f
vérifiant les quatre conditions suivantes :

o f est définie sur l'intervalle [0 ; 1] (attention aux
pourcentages compris entre O et 1) ;

e fest croissante sur [0; 1] et flx) < xpourx € [0; 1];

e fest convexe;

«fl0)=0etf(1)=1.

On reprend I'étude du revenu disponible :

On considére la fonction fdéfinie par f(x) = 0,92x” + 0,08x
avecx € [0;1].

Vérifier que cette fonction constitue un bon ajustement
du revenu disponible et qu'elle correspond aux conditions
d’une courbe de Lorenz.

5. Alaide du tableur, trouver une fonction d‘ajustement
de tendance exponentielle, polynomiale.

¢ Ouvrir une feuille de calcul et recopier les colonnes
cumul des pourcentages de la population et cumul des
pourcentages des revenus du tableau de la question 1.
e Sélectionner ces deux colonnes puis insérer un
graphique : choisir nuage de points.

e Pour obtenir une courbe d'ajustement, choisir :
éléments de graphique/courbe de tendance/autres
options/polynomial/afficher 'équation.

B » Exemple 2 : répartition du patrimoine
Patrimoine moyen par décile en 2015

I Patrimoine Patrimoine brut hors reste

< 1" décile
Entre le 1¢" et le 2¢ décile
Entre le 2¢ et le 3¢ décile
Entre le 3¢ et le 4¢ décile
Entre le 4¢ et le 5¢ décile
Entre le 5¢ et le 6° décile
Entre le 6° et le 7¢ décile
Entre le 7¢ et le 8¢ décile
Entre le 8¢ et le 9¢ décile

> 9¢ décile

0 400 800 1200
en milliers d'euros

Lecture : début 2015, les 10 % des ménages aux patri-
moines les moins élevés détiennent un patrimoine brut
moyen de 2 000 euros et de 200 euros de patrimoine
restant.

Note : le patrimoine brut correspond au montant des actifs
détenus par un ménage incluant la résidence principale,

les éventuelles résidences secondaires, I'immobilier de
rapport — c'est-a-dire rapportant un revenu foncier -, les
actifs financiers du ménage, et les actifs professionnels
lorsque le ménage a une activité d'indépendant a titre
principal ou secondaire. Il inclut également depuis 2010
le patrimoine « restant » : les biens durables (voiture,
équipement de la maison, etc.), les bijoux, les ceuvres
d’art et autres objets de valeur. Des améliorations de
I'enquéte entrainent une rupture de série a partir de 2010
(sur échantillonnage des hauts patrimoines, collecte du
patrimoine « restant »).

Champ : France (hors Mayotte) ménages ordinaires.

Source : Insee, enquéte Patrimoine.

1. Recopier et compléter le tableau suivant donnant, pour
chaque décile, le pourcentage détenu du patrimoine.

Patrimoine L.
Masse Patrimoine
L. brut moyen
du patrimoine o brut moyen
. L. (en milliers
détenue par décile 5 (en %)
d'euros)
Inférieur a D1 2
Entre D1 et D2 7.8
Entre D2 et D3 21,7
Entre D3 et D4 61,3
Entre D4 et D5 128,5
Entre D5 et D6 186,5
Entre D6 et D7 245,1
Entre D7 et D8 319,1 12
Entre D8 et D9 463,8 17
Supérieur a D9 1254 46,7

2. Construire sur le graphique précédent de I'exemple 1
la courbe de Lorenz de cette répartition.

(Penser a ramener a une fréquence égale a 1 le pourcen-
tage de 100 %)

3. A l'aide du tableur, déterminer une fonction de
tendance polynomiale ou exponentielle g pouvant
rendre compte de cette courbe. (On pourra admettre
pour la suite que g(x) = 2,88x3 — 1,88x2 + 0,53x est une
approximation convenable.)

4. Des deux répartitions : le revenu disponible par
ménage (exemple 1) et la répartition du patrimoine
(exemple 2), quelle est la plus inégalitaire ?

Théme 5 « Répartition des richesses, inégalités
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Un indicateur
d'inegalites :
le coefficient de Gini

-
&

.
- .
Si'q min

Contenus associés :

« Primitives et équations différentielles.. Chapitre 5
e Calculintégral .............oo Chapitre 6

= Objectif : Définir et calculer un coefficient de Gini.

A » Définition
Plus la courbe de Lorenz est A
éloignée de la premiére bissectrice, ! A
plus la concentration de la grandeur
étudiée est forte et la répartition
inégalitaire. B
Cette concentration est mesurée g 1
par un indice appelé le coefficient
de Gini défini par le nombre :

_ aire de la concentration

~ airedu triangle OAB
ou l'aire de concentration est celle du domaine délimité
par la courbe de Lorenz et la droite déquation y = x.
Le coefficient de Gini est compris entre 0 et 1.
Siy=0, alors la répartition est parfaitement égalitaire.
Siy=1, alors larépartition est parfaitement inégalitaire.
On donne ci-dessous les courbes de Lorenz associées
aux salaires de deux entreprises.

1 1
09 0,9
0,8 0,38
0,7 0,7
0,6 0,6
0,5 0,5
0,4 0,4
0,3 03
0,2 0,2
0,1 0,1

0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Entreprise 1 Entreprise 2

Dans quelle entreprise la répartition des salaires semble-
t-elle la moins inégalitaire ?

B » Comparaison de salaires dans deux
entreprises et calcul du coefficient de Gini
On reprend les courbes de Lorenz associées aux salaires
de deux entreprises (partie A).

1. La courbe représentant I'entreprise 1 est celle d’'une
fonction convexe de la forme ax3 . Déterminer le signe
puis la valeur du coefficient a.

2. La courbe représentant I'entreprise 1 est celle d'une
fonction convexe f solution de I'équation différentielle
(B):y'=y+(2-e)(1-x)+1,avecf(0)=0.

a) Montrer que la fonction affine g(x) = (2 - e)x - 1 est
une solution particuliere de (E) .

b) Montrer qu'une fonction y est solution de (E) si et
seulement si y — g est solution de (E') : y” = .

c) En déduire que la fonction freprésentant l'entreprise
2estfix)=e¥+(2-e)x-1.

3. Calculer le coefficient de Gini dans chacun des deux
cas et en déduire une comparaison entre les deux
entreprises.

l‘ (Coupldelpouce]
Il faut pour cela calculer I'aire sous les courbes, c’est-
1
a-dire les intégrales Jof(x)dx de chacune des deux
fonctions.

C » Comparaison de revenus des ménages
La courbe suivante approche la courbe des revenus
des ménages obtenue a partir des données étudiées
dansleTP1.

Elle représente la fonction f définie sur l'intervalle [0; 1]
par: flx) = 1,5x% - 2x3 + 1,4x2 + 0,1x avec, en abscisses,
les pourcentages des déciles. (On pourra télécharger
la courbe de Lorenz des revenus du TP1 et vérifier,
en la tragant, que la courbe de f en donne une bonne

approximation.)

Courbe du revenu
des ménages
lienmini fr/maths-t05-02  [El=ENER

1. Vérifier que la
fonction fest convexe.

E M E
X3

‘| -+
09+
08+
07+
06+
05+
04+
03+
02+
01+

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1
2. Calculer l'intégrale _[ f(x)dx.

En déduire le coefficient de Gini du revenu obtenu a
l'aide de la courbe 6.



Y

15% min Contenus associés :
. - . - « Statistiques a deux variables.................. Chapitre 9
Mesurer des inegalitées Spécialité : SES
avec des pourcentages et Vers le sup : Economie, Sociologie

des indicateurs de dispersion

= Objectif : Calculer un rapport interdécile.

1. Dans un certain secteur d’activités on a relevé en 2015

le revenu salarial moyen par sexe . Revenu salarial mensuel moyen en 2015
a) Justifier I'affirmation suivante : 1938¢€
. S ool s 2000+
« Les revenus salariaux féminins sont inférieurs de 24 % a
ceux des hommes. »
15004 1478 €

b) De quel pourcentage faudrait-il augmenter le salaire
des femmes pour que leurs revenus salariaux deviennent

égaux a ceux des hommes ? 100
2. Calculer I'étendue puis le rapport interdécile pour 500+
chacune des distributions données dans le tableau

ci-dessous. 0

Femmes Hommes

mmmw F/Hen % Champ : salariés en équivalent temps plein du
D1

1257 1164 1206 74 secte,ur privé et des entreprlse_s ;?ubllques, y compris
les bénéficiaires de contrats aidés et hors apprentis,

D2 1419 1279 1349 -99  stagiaires, salariés agricoles et salariés des particuliers-
D3 1565 1386 1480 114 Ccmployeurs. L

Lecture:en 2014, 10 % des salariés en équivalent temps-
D4 1717 1500 1620 -12,6 plein du secteur privé et des entreprises publiques, y

compris les bénéficiaires de contrats aidés, gagnent un

Médiane (D5) 1893 1636 1783 135 salaire mensuel net inférieur a 1 206 euros.
D6 2113 1812 1988 -14,2 Source:Insee, 2014.
D7 2425 2051 2264 -15,4
7 Jcouplelpouce Qs

D8 2955 2402 2716 _18,7 Rapport interdéciles : IDR = —22

0,1
D9 3940 3100 3599 -21,3

Qg 75

. . Rapport interquartiles : IQR =
Distribution des salaires mensuels nets (en euros courants) Q0 25

de tous prélévements en 2014

Théme 5 « Répartition des richesses, inégalités
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Repartition des richesses,
inegalites

a0h Contenus associés :
0..0""'" « Statistiques a deux variables................... Chapitre 9

Spécialite : SES
Vers le sup : Sociologie

Des inégalites
au niveau mondial

= Objectif : Traduire des inégalités par le calcul d'indicateurs.

On a classé dans les tableaux ci-dessous des résultats d'une étude (source : Unicef) portant sur les enfants en age
d’aller a I'école primaire et non scolarisés dans les pays de I'UE et dans les pays d’Afrique subsaharienne.

Etude portant sur 24 pays de I'UE Etude portant sur 42 pays d’Afrique subsaharienne

1. Ouvrir une feuille de calcul, déterminer les effectifs
cumulés de la quantité d’enfants (en milliers) en dge d‘aller
a l'école primaire non scolarisés.

2. Réaliser la courbe de Lorenz a partir de ces données.
3. Calculer le rapport interdéciles .

4. Des deux résultats des questions 2. et 3., quel est celui
qui traduit le mieux les inégalités de scolarisation entre
pays de I'UE et pays d’Afrique subsaharienne ?

272

. Effectifs cumulés " Effectifs cumulés
Quantité .. Quantité "
, de la quantité Masse des pays , de la quantité
Masse des pays d’enfants non , Py d’enfants non )
i L. d’enfants non de I'Afrique - d’enfants non
de I'UE scolarisés L, X scolarisés .
- scolarisés subsaharienne - scolarisés
(en milliers) - (en milliers) .
(en milliers) (en milliers)
<D1 1 <D1 7
Entre D1 et D2 2 Entre D1 et D2 45
Entre D2 et D3 2,5 Entre D2 et D3 66
Entre D3 et D4 4 Entre D3 et D4 79
Entre D4 et D5 5 Entre D4 et D5 193
Entre D5 et D6 6,5 Entre D5 et D6 357
Entre D6 et D7 10,5 Entre D6 et D7 449
Entre D7 et D8 14,5 Entre D7 et D8 678
Entre D8 et D9 18 Entre D8 et D9 1022
> D9 67 > D9 2000




Inference bayeésienne

%,
15% min

Test de depistage
d'une maladie

= Objectif : Inverser une condition.

Une maladie est présente dans la population, avec
la proportion d'une personne malade sur 10 000. Le
responsable d’'un laboratoire pharmaceutique souhaite
faire approuver un nouveau test de dépistage qui vérifie
que, si une personne est malade, alors le test est positif
a 99 %, et que, si une personne n'est pas malade, alors
le test est positifa 0,1 %.

Pour savoir si le laboratoire peut commercialiser son test,
on souhaite connaitre la probabilité qu'une personne
soit malade si le test est positif.

On note M I'événement « la personne est malade » et T
I'événement « le test est positif ».

1. Compléter I'arbre pondéré ci-dessous représentant

la situation.
T
M < _
T
o T
M < _
T

2.Donner a l'aide des événements M et T les probabilités
p(M), py(T) et pg (T)
3. Calculer alors la probabilité p(T) de I'événement T.

wy
15% min

B De quelle urne vient la boule ?

= Objectif : Inverser une condition.

On considere deux urnes : I'urne A contient 6 boules
jaunes et 4 boules noires, 'urne B contient 3 boules
jaunes et 5 boules noires.

On choisit une urne au hasard et on tire une boule
au hasard dans cette urne.

4

Contenus associés :
» Lois discrétes

Spécialité : SVT
Vers le sup : Médecine

Chapitre 7

4. Exprimer la probabilité p(M) qu'une personne soit
malade si le test est positif, en fonction de p(T), p(M)
et p,,(T). Cette formule s'appelle la formule de Bayes.

La formule de Bayes a longtemps été appelée formule de
probabilité des causes. Elle permet en effet de remonter le
temps, c’est-a-dire de calculer la probabilité d'une cause
sachant celle de sa conséquence.

5. Calculer la valeur de cette probabilité.

6. Conclure pour savoir s'il faut commercialiser ce test
ou non.

Contenus associés :
» Lois discrétes

Chapitre 7]

On notera : A l'événement « |'urne choisie est 'urne A », B
I'événement « I'urne choisie est I'urne B », J I'événement
«la boule tirée est jaune » et N I'événement « la boule
tirée est noire ».

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.
2. Calculer la probabilité que la boule tirée soit jaune.

3. Sachant que la boule tirée est jaune, calculer
la probabilité qu'elle provienne de I'urne A.

Théme 6 ¢ Inférence bayésienne
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Mails indésirables Spécialité : NS|

Vers le sup : Informatique et statistiques
décisionnelles, Sciences humaines

Y ”
25§ min Contenus associés :
= Objectif : Tester la pertinence de filtrages de mail.

On étudie la maniére dont une boite mail va considérer qu'un mail est indésirable ou ne l'est pas.

A » Premier exemple

On s'intéresse a la boite mail d’'une premiére internaute.

On remarque que la moitié de son courrier est frauduleux et que 90 %
de ses mails frauduleux contiennent le mot urgent.

Seul 10 % du courrier non frauduleux contient ce mot.

Le filtre en ceuvre place tous les mails ayant le mot urgent dans la
répertoire « Indésirables ».

Quelle est la probabilité qu'un mail contenant le mot urgent ne soit
pas frauduleux ? ~

B » Second exemple

On considere la boite mail d'un second internaute, ol les hypothéses sont les suivantes :
e un mail sur 200 provient d'une adresse inconnue ;

¢ un mail sur 800 est jugé indésirable ;

¢ un mail sur 5 contient le mot urgent et n'est pas indésirable.

Lorsque I'adresse est connue, on a les probabilités ci-dessous concernant I'adresse d’envoi.

Collegues Amis Publicité

04 0,1

Lorsque I'adresse est connue, on a les probabilités ci-dessous concernant le nombre de caractéres du mail.

Inf.a 150 Entre 150 et 330 Sup. a 330

0,01 0,44

1. Recopier et compléter les tableaux avec les probabilités manquantes.

2. 0On considére un mail tiré au hasard dans cette boite.

a) Déterminer la probabilité qu'il s'agisse d'un mail publicitaire provenant d'une adresse connue.

b) Lorsque I'adresse est connue, est-il plus probable de recevoir un mail indésirable entre 150 et 330 caractéres ou
un mail publicitaire ?

3. Sachant que le mail est indésirable, la probabilité qu'il contienne le mot urgent est 0,6.
a) Déterminer la probabilité qu’un mail contienne le mot urgent.
b) Donner alors la probabilité qu'un mail soit considéré indésirable sachant qu'il contient le mot urgent.
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25§ min Contenus associés :

- o « Lois discrétes Chapitre 7
Chez le médecin Spécialité : SVT

Vers le sup : Médecine

= Objectif : Découvrir la spécificité et la sensibilité.

Apres un test pour détecter une éventuelle allergie, son médecin
convoque Tom pour lui annoncer que le test est positif. Pas
de chance car ce type d'allergie ne touche que 0,1 % de la
population. Tom demande donc a son médecin si ce test est
fiable. Il lui répond que, si vous étes allergique, alors le test est
positif dans 90 % des cas, et que, si vous ne |'étes pas, alors le
test est négatif dans 97 % des cas.

Quelle est la probabilité que Tom soit vraiment allergique ?

On note C I'événement « étre allergique » et T I'événement « le
test est positif ».

1. Construire un arbre pondéré de la situation.
2. Calculer la probabilité P(T).

3. En déduire la probabilité cherchée.

4. Conclure.

5. Pour voir autrement ce paradoxe, considérons une population de 10 000 personnes.
Recopier et remplir le tableau suivant en arrondissant les valeurs a l'unité.

T T Total

M | Vrai positif Faux négatif | Malade

M | Faux positif Vrai négatif Non malade

Total | Test positif Test négatif 10 000

6. Vérifier qu'on retrouve la probabilité cherchée.

7. La sensibilité d'un test est la probabilité que le test soit positif si la personne est allergique.
a) Déterminer une formule permettant de calculer la sensibilité a I'aide du tableau.

b) Que se passe-t-il si la sensibilité d’'un test augmente ?

) La calculer dans cet exemple.

8. La spécificité d'un test est la probabilité que le test soit négatif si la personne n'est pas allergique.
a) Déterminer une formule permettant de calculer la spécificité a I'aide du tableau.

b) Que dire si la spécificité d'un test augmente ?

) La calculer dans cet exemple.

9. La sensibilité et la spécificité d'un test sont-elles dépendantes ? Comment réagissent-elles entre elles ?

10. On appelle prévalence, notée p, la probabilité P(M) et on note SE la sensibilité et SP la spécificité.

La valeur prédictive positive (VPP) d’un test est la probabilité que la personne soit réellement allergique si son test
est positif et la valeur prédictive négative (VPN) d'un test est la probabilité que la personne ne soit pas allergique si
son test est négatif.

a) Donner les valeurs de VPP et VPN en fonction de p, SE et SP.

b) Les calculer dans cet exemple.

Théme 6 ¢ Inférence bayésienne
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1;‘.min Contenus associés :
« Lois discrétes Chapitre 7

B D’'autres maladies Spécialité : SVT

Vers le sup : Médecine

=) Objectif : Distinguer spécificité et sensibilité.

A » La mucoviscidose

On s'intéresse au patient porteur d'une mutation dans
le géne CFTR qui est impliqué dans la mucoviscidose.
En France, une personne sur 34 est porteuse de la muta-

tion (cela n'implique pas d'étre malade car il s'agit d'une

maladie autosomique récessive).

Il existe un test pouvant détecter ces mutations avec

une sensibilité de 85 % et une spécificité tres proche |
de 100 %. '
On note: | ‘

e M I'événement « étre porteur de cette mutation »;
e T I'événement « le test est positif ».

1. Traduire les probabilités de I'énoncé a l'aide
des événements T et M.

2. Aprés avoir fait un test qui s'est révélé négatif, déterminer la probabilité d’étre quand méme porteur.

B » L'appendicite

Pour diagnostiquer la présence d’'une appendicite chez
des patients présentant des douleurs abdominales aigues,
on réalise une échographie de la région abdominale.
Parmi les 255 patients chez lesquels I'4chographie était
positive, 235 présentaient effectivement une appendicite.
Toutefois, 75 des 585 patients dont I'échographie était
négative présentaient également une appendicite.

1. Représenter les données sous forme d'un tableau
a double entrée.

2. Quelle est la spécificité du diagnostic de I'appendicite
par échographie abdominale ?
Que signifie la valeur obtenue ?

l‘ CACEBRATES La spécificité d’un test est la probabilité que le test soit négatif si la personne n'est pas porteuse
de la maladie testée.

3. Quelle est la sensibilité du diagnostic de I'appendicite par échographie abdominale ?
Que signifie la valeur obtenue ?

l‘ GBS La sensibilité d'un test est la probabilité que le test soit positif si la personne est porteuse
de la maladie testée.

4. Quelle est la valeur prédictive positive du diagnostic de I'appendicite par échographie abdominale ?
Que signifie la valeur obtenue ?

5. Quelle est la valeur prédictive négative du diagnostic de l'appendicite par échographie abdominale ?
Que signifie la valeur obtenue ?



Repeétition d'expeériences
independantes,
echantillonnage

Coqtepus_ assOCiés : .
f5sBmin | Lois de probabiiie 3 densite - Chapitre &
1 Simulation de variable P N
aléatOire Comportement Vers le sup : Informatique, Statistiques
’
des moyennes d'échantillons

= Objectif : Simuler des variables aléatoires.

A » Simulations d’une variable aléatoire

1. En Python @, &crire une fonction moyenne de paramétre L de type liste de flottants, renvoyant la moyenne des
éléments de L.

2. Ecrire une fonction ecart_type de paramétre L I‘
de type liste de flottants qui :

- affecte moyenne (L) a une variable m,

« crée une liste L2= [] puis itere sur les éléments de L pour remplir la liste L2 des (x; - m)?2 ou x;sont les éléments de L,
- renvoie 'écart-type des éléments de L.

@'.'Ddbmm \/; sécritmath.sqrt (x).

3. Ecrire une fonction simul bernou de paramétre p flottant (entre 0 et 1) qui simule une variable aléatoire suivant
la loi de Bernoulli de parametre p.

l‘ GBI random. random () simule une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0; 1[.

4. Justifier que la fonction simul binom
ci-dessous simule une variable aléatoire suivant
la loi binomiale de paramétres n et p.

def simul binom(n,p):
return sum([simul_bernou(p) for i in range(n)])

5. a) Quelle loi suit la variable aléatoire simulée par l'ins-

tructionn*random.random () +1? def simul_uniforme (n):
b) Justifier que la fonction simul uniforme (n) simule return math.floor (n*random.random()+1)
une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur{1;2;...;n}.

l‘ U EBEETE math. £1loor (x) arrondit x a I'entier qui lui est inférieur ou égal.
B » Avec la loi binomiale
On considere une variable aléatoire X suivant la loi %B(n ; p) et u = E(X) et 6 = 6(X).

1.a) Que représente ce querenvoie [simul binom(n,p) for i in range (t)] sitdésignelataille d'un échantillon?
b) Que renvoie la fonction ci-dessous si N désigne un nombre d’échantillons ?

def serie_moyennes binom(N,t,n,p):
return [moyenne([simul binom(n,p) for i in range(t)]) for i in range(N)]

2. a) Ecrire une fonction comparaison binoml de paramétres N, t, n et p qui calcule la liste des moyennes de
N échantillons de taille t d'une variable aléatoire suivant la loi %B(n ; p), calcule I'écart-type s de ces moyennes puis

o
affiche successivement s et W

b) Que remarque-t-on quand on exécute plusieurs fois cette fonction ?

3. a) Ecrire une fonction comparaison binom2 de paramétres N, t, n et p qui calcule la liste des moyennes de
N échantillons de taille t d’'une variable aléatoire suivant la loi %(n ; p), calcule I'écart-type s de ces moyennes puis
affiche la proportion de ces moyennes pour laquelle I'écart avec L est inférieur ou égal a 2s.

b) Que remarque-t-on quand on exécute plusieurs fois cette fonction ?

Théme 7 « Répétition d’'expériences indépendantes, échantillonnage 277
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Tirages aleatoires
avec remise

Contenus associés :
o Loisdiscrétes...............................

Vers le sup : SVT, Economie, Statistiques

=) Objectif : Simuler un tirage avec remise dans une urne.

On considére une urne contenant 80 boules rouges
et 20 boules vertes.

1. En Python , écrire une fonction urne sans
parameétre simulant le tirage au sort d'une boule et
renvoyant sa couleur.

I‘ CGUHEBREANE Utiliser random. random ()

ou random.randint (a,b).

2. a) Compléter l'instruction suivante afin qu'elle
renvoie un échantillon de taille n (un entier supposé
connu par le programme) obtenu par tirages succes-
sifs avec remise dans cette urne: [urne () for ..].

Verification d’une piéce
= Objectif : Tester une piéce par construction
d’un intervalle de fluctuation.

Ben et Nat'jouent la vaisselle a PILE ou FACE tous les
soirs avec la méme piece : si la piece tombe sur PILE,
Ben fait la vaisselle, si c'est FACE, c'est Nat’ Ben, qui a
fait la vaisselle 110 fois sur les 200 derniers jours, se
demande si la piéce n'est pas truquée.

1. On fait I'hypothése que la piéce est équilibrée.
a) Quelle est alors la probabilité d'obtenir PILE ?

b) On appelle X la variable aléatoire donnant le
nombre de PILE obtenus lorsqu'on lance 200 fois cette
piece, dans ce cas ou elle est équilibrée. Déterminer
un intervalle de fluctuation centré au seuil de 95 %
associé a cette variable aléatoire X.

c) Ben peut-il affirmer, au seuil de 95 %, que la piece
est truquée ?

2. Sur les 100 soirs qui suivent, Ben a fait la vaisselle
63 fois et Nat' 37 fois.
Ben a-t-il raison d'étre de plus en plus suspicieux ?

N
32'1 min

b) A la suite de la fonction urne, écrire une fonction
echantillon de paramétre n de type entier
renvoyant la liste de la question 2. a). Exécuter le
fichier et lancer echantillon (50) depuis la
console.

3. Calculer la probabilité qu'on attende plus de
3 tirages avant d’'obtenir la premiere boule verte.

4. a) Ecrire une fonction premier vert sans para-
métre simulant ces tirages avec remise et renvoyant
le rang du premier tirage auquel on obtient une
boule verte.

b) Que donne la variable m ci-dessous ?

A= [premier (vert) foriin range(1000)]
m=sum(A) /1000

c) De quelle valeur le résultat doit-il étre proche ?
Vérifier avec l'ordinateur.

Contenus associés :
o Loisdiscrétes.........................L

Spécialité : SES, SVT
Vers le sup : Economie, Informatique

3.a) Dans la calculatrice, rentrer la fonction
x> p(Y =< 173) ou Y suit la loi binomiale de para-
métres p =x et n = 300.

b) Tabuler cette fonction a partir de x = 0,5 avec
un pas de 0,01.

c) En déduire des valeurs pour la probabilité d'obtenir
PILE pour lesquelles il serait tout a fait « normal »
d’obtenir 173 PILE en 300 essais au seuil de 95 %.
d) Expliquer pourquoi il était légitime de penser
a priori que la probabilité d'obtenir PILE puisse étre
0,5 et dire s'il en va de méme pour |'une des valeurs
trouvées a la question précédente.

4. Proposer une méthode permettant d’estimer
la probabilité que cette piéce tombe sur PILE.

(CRemarque Les tests et prises de décision permettent
de tester les hypothéses d'un modéle pré-existant,
en SES et en SVT notamment.
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Probleme de surreservation

= Objectif : Programmer des fonctions avec la loi

binomiale et les utiliser dans un cas de surréservation.

A » 1. On considére la fonction parmi, en langage

Python , donnée ci-dessous.

def parmi(k,n):
if k==0 or n==k:
a=1
else:
a=parmi (k,n-1)+parmi (k-1,n-1)
return a

a) Calculer les valeurs renvoyées par parmi (1, 1)
etparmi (0, 1) puis par parmi (1,2).

b) Calculer les valeurs renvoyées par parmi (2, 2)
etparmi (0,2) puis parparmi (2,3) etparmi (1,3).
En déduire parmi (2, 4).

c) Dans chacun des cas précédents, comparer

n
parmi (k,n) et [kj Que peut-on conjecturer sur

la valeur renvoyée par parmi (k,n) pourtoutn € N et
kentierentreOetn?

2. Quelles sont les trois propriétés des coefficients bino-
miaux utilisés dans la fonction parmi ?

3. a) Ouvrir le lien ci-dessous dans lequel se trouve
une fonction parmi telle que parmi (k,n) renvoie

[

Fonction parmi i

n
[kj de maniére optimisée.
lienmini.fr/maths-t07-01

5

CIF

b) Ecrire une fonction proba_bin de paramétres p flottant
etn et k entiers telle que proba_bin (p,n, k) renvoie
p(X=k).

c) Tester cette fonction avec quelques valeurs et vérifier
les résultats obtenus avec la calculatrice.

4, a) Ecrire une fonction seuil bin de paramétres s
et p flottants et n entier telle que seuil bin(s,p,n)
renvoie le plus petit entier k tel que p(X < k) =s.

l‘ @GP EB[EAIES On pourra considérer deux variables

k et prob (initialisées respectivement a 0 et p(X = 0))
ou k correspond a la valeur renvoyée par la fonction et
prob a la probabilité p(X < k).

Théme 7 » Répétition d'expériences indépendantes, échantillonnage

Contenus associés :
o Loisdiscrétes................................

Spécialite : SES, NSI
Vers le sup : €conomie, Gestion, Informatique

b) Tester cette fonction avec quelques valeurs et vérifier
les résultats obtenus avec la calculatrice.

B » Un organisateur de réceptions a envoyé 400 invita-
tions (supposées indépendantes) pour un gala. Il consi-
dere que la probabilité qu’'une personne invitée vienne
effectivement au gala est de 74 %.

1. En utilisant la fonction seuil bin écrite précédem-
ment, déterminer le nombre minimal de repas a prévoir
pour ce gala pour étre sr au seuil de 95 % qu'il y aura un
repas pour chaque invité présent.

2. Reprendre la question précédente avec un seuil de
99 %.

C » Pour aller plus loin

1. a) Ecrire une fonction proba_cum bin de para-
métres p flottant et n et k entiers telle que
proba cum bin(p,n,k) renvoie p(X < k).

b) Ecrire une fonction seuil bin2 de paramétres s et
p flottants et k entier telle que seuil bin2(s,p,k)
renvoie le plus grand entier n tel que p(X < k) = s ou X
suit la loi binomiale de paramétres p et n.

c) Tester ces fonctions avec quelques valeurs et vérifier
les résultats obtenus avec la calculatrice.

2. Pour un autre gala, l'organisateur de réceptions dispose
d’une salle de 250 places.

En utilisant la fonction seuil bin2 écrite
précédemment, déterminer le nombre d’invitations
maximal qu’il peut envoyer en restant slr au seuil de
95 % que tous les invités auront une place.
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v

avant l'election

- .
3(‘)'. min

Sondage et temps

Contenus associés :
o Lois discrétes........................L

Spécialité : SES, HGSSP
Vers le sup : Economie, Sociologie,
Sciences Po, Journalisme, Statistiques

=» Objectif : Discuter des conditions de réalisation et des résultats d'un sondage.

Un sondage publié par l'institut BVA le 7 décembre
2016 sur le 1°" tour de I'élection présidentielle fran-
caise du 23 avril 2017, annonce des intentions de
votes de :’

+ 13 % pour M. Valls,

+ 14 % pour J.-L. Mélenchon,

» 14 % pour E. Macron,

24 % pour F. Fillon

» 24 % pour M. Le Pen.

Les autres candidats ne sont pas listés dans ce son-
dage.

1. Vérifier la liste des candidats au 1" tour de cette
élection présidentielle. Que peut-on penser du pour-
centage d'intentions de votes annoncé dans le son-
dage pour un des candidats ?

Y

6 Sondage

et suffrage indirect

- .
32’1 min

2. Ces intentions de votes sont annoncées avec une
marge d'erreur d’environ 3 %.

a) En tenant compte de cette marge d'erreur, donner
une fourchette du score attendu pour chaque candi-
dat au 1" tour de cette élection.

b) Rechercher les scores effectifs des différents can-
didats au 1°" tour de cette élection et les commenter
en utilisant la question 2. a).

c) En avril 2017, le méme institut de sondage annonce
des intentions de votes de :

+ 19 % pour F. Fillon, « 19,5 % pour J.-L. Mélenchon,
+ 23 % pour M. Le Pen, + 23 % pour E. Macron.

Que peut-on penser de ces estimations au regard
des résultats obtenus par ces quatre candidats au
18" tour de cette élection ?

3. Que peut-on penser de l'intérét de réaliser des son-
dages sur des élections ayant lieu dans plusieurs mois ?

Contenus associés :
o Loisdiscrétes..........................

Spécialité : SES, HGSSP
Vers le sup : Economie, Sociologie,
Sciences Po, Journalisme, Statistiques

= Objectif : Discuter des résultats d’'un sondage dans une élection au suffrage indirect.

Un sondage réalisé pour le Washington Post entre les 3 et 6 novembre 2016 donnait 49 % d'intentions de
votes pour H. Clinton et 46 % pour D. Trump a Iélection présidentielle du 8 novembre 2016.

1. a) Qui a gagné cette élection ? Que peut-on donc
penser de ce sondage ?

b) Lors de cette élection, H. Clinton a obtenu
65 853 514 et D. Trump 62 984 828 des 136 669 276
votes exprimés.

Calculer leurs pourcentages de votes respectifs et les
comparer aux résultats du sondage.

¢) Lélection présidentielle aux Etats-Unis se déroule-
t-elle au suffrage universel direct comme en France ?

2. ’élection présidentielles aux Etats-Unis se déroule
ainsi : chaque état possede un certain nombre de
grands électeurs et la personne en téte dans un état
y « remporte » tous les grands électeurs.

Le (ou la) candidat(e) ayant le plus de grands électeurs
emporte 'élection.

a) Télécharger le fichier ci-dessous.

b) Dans les cellules 5 ]
B53 et C53, écrire une  Elections américaines 2
formule permettant lienmini.fr/maths-t07-02 [OR

d'obtenir les sommes des valeurs de chacune des
colonnes B et C et les interpréter concrétement.

l‘ CaEBRETE Utiliser la fonction SOMME.

¢) Ecrire une formule dans la cellule D2 permettant
de remplir la colonne D par recopie vers le bas puis
la recopier vers le bas.

d) Sélectionner la plage A2:D52 puis effectuer un tri
décroissant selon le nombre de grands électeurs par
millions d’habitants (Données>Trier).

e) Dans la cellule E2, écrire = SOMME(C$2:C2) puis
recopier vers le bas jusqu’a E52.

f) Expliquer pourquoi il « suffit » de gagner dans les
états dans lesquels le nombre de grands électeurs
par habitant est supérieur ou égal a 1,65 pour gagner
I'élection.

g) Quelle proportion de la population habite ces
états ?

h) Commenter le sondage de début d'énoncé.
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3(‘)5 min Contenus associés :
e Loisdiscrétes........................
7 Sondage et marge Spécialite : Ses, OSSP

Vers le sup : Economie, Sociologie,
Sciences Po, Journalisme, Statistiques

d’'erreur

=) Objectif : Discuter des conditions de réalisation
et des résultats d'un sondage.

Un sondage IPSOS-SOPRA-STERIA mené fin avril 2017 pour le 2" tour de Iélection présidentielle est
accompagné du tableau ci-dessous portant sur les marges d'erreurs des sondages.

INTERVALLE DE CONFIANCE
(avec un niveau de confiance de 95 %)
SCORES OBTENUS
Taille 2% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50%
d,, h t" ou ou ou ou ou ou ou ou ou ou
CCNAnlioN 1 o390 9500 90% 85% 80% 75% 70% 65% 60% 55%
200 cas 20 31 43 51 57 61 65 68 69 71 7,1
500 cas 13 20 27 32 36 39 41 43 44 45 45
1000 cas 08 14 18 23 25 27 29 30 30 31 3,1
2000 cas 06 10 13 16 18 20 21 22 22 23 23
5000 cas* 04 06 08 10 11 12 13 13 14 14 14
6 000 cas 04 06 08 10 11 12 13 13 14 14 14

1. D’apreés ce tableau, pourquoi l'institut annonce-t-il que pour un candidat ayant 25 % d'intentions de votes
pour un sondage sur 5 000 personnes, le résultat attendu est entre 23,8 % et 26,2 %.

2. Le sondage accompagné par ce tableau a été réalisé sur 5 331 personnes, moins d’une semaine avant le
2" tour des élections. Il donne 63 % d'intentions de votes a E. Macron et 37 % a M. Le Pen.

En prenant les valeurs les plus proches possibles dans le tableau, donner les fourchettes dans lesquelles
devraient se trouver les résultats des deux candidats puis les comparer avec les résultats du 2" tour de
I'élection présidentielle 2017.

f(1-f)

3. a) On considére que, pour un sondage, la marge d'erreur au seuil de 95 % est d’environ 2

ou fest l'intention de votes sous forme décimale et n le nombre de personnes interrogées.

Choisir une valeur de f et une valeur de n dans le tableau et retrouver la marge d'erreur annoncée.

b) Dans le document de l'institut IPSOS-SOPRA-STERIA accompagnant le tableau, on peut lire « le calcul n'est
justifié que pour les sondages aléatoires. Il ne peut pas étre déterminé dans le cas de sondages par quotas
mais on considere qu'il est proche de celui des sondages aléatoires ».

Mener une rechercher sur les sondages « aléatoires » et « par quotas » et commenter cette phrase.

Théme 7 » Répétition d'expériences indépendantes, échantillonnage
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Jeu enréseau

Temps d’'attente

Contenus associés :

PSS P . .
coa| W q e Lois discrétes................ooo Chapitre 7
TICE Algo ES ;'ii'.mm « Lois de probabilité a densité............. Chapitre 8

= Objectif : Simuler la loi uniforme.

Spécialité : Informatique
Vers le sup : Sciences

Axel et Wissam se donnent rendez-vous entre 18 h 00 et 19 h 00 pour se connecter et jouer ensemble.
Les horaires de connexion, en heures, d’Axel et de Wissam, a partir de 18 heures, peuvent étre modélisés
par des variables aléatoires A et W qui suivent une loi uniforme sur [0 ; 1].

3
Par exemple, si A prend la valeur 0,75 (= Z)' cela signifie qu’Axel se connectea 18 h + 0,75 h,

2 2
ce qui correspond a 18 h 45 min. Et si W prend la valeur 3 (= 0,6667), cela signifie que Wissam se connectea 18 h + 3 h,

ce qui correspond a 18 h 40 min.

On souhaite déterminer la probabilité p que le premier connecté n‘attende pas l'autre plus d'un quart d’heure.

A » Simulation avec un tableur
Sur une feuille de calcul, on a simulé 1 000 valeurs de A
etdeW.

Heures de connexion
lienmini.fr/maths-t08-01

1. Télécharger la feuille
de calcul a I'aide du lien
ci-contre.

R

2. Quelle formule a-t-on entrée dans la cellule A2 (resp.
C2) afin d'obtenir, par recopie vers le bas jusqu'a la cellule
A1001 (resp. C1001), mille simulations de I'horaire de
connexion d’Axel (resp. Wissam), en heures a partir de
18h?

3. Expliquer ce que font les formules qui figurent dans les
cellules E2, G2 et H2 de la feuille de calcul.

4. Effectuer plusieurs simulations a I'aide de la touche FO.
Noter les résultats obtenus pour la fréquence.

5. Que peut-on en déduire pour la probabilité p ?

B » Simulation avec un algorithme

1. Compléter le programme suivant écrit en langage
Python a qui simule 100 000 temps d'attente possibles
des deux joueurs et affiche la fréquence des temps
d‘attente inférieurs a un quart d’heure.

import random
c=0
for i in range(..):
A=random.random /()
W=random.random()
TA=abs (W-3)
if TA<L=..:
c=c+l
print(..)

2. Exécuter plusieurs fois ce programme.
Que peut-on dire de la probabilité p ?

C » Représentation « graphique »

L'horaire de connexion d’Axel et I'horaire de connexion
de Wissam peuvent étre représentés dans un repére
©;i; f'), par un point M de coordonnées x et you x ety
sont des nombres réels de l'intervalle [0 ; 1].

Ainsi, le point M[O,75 ; é) correspond a I'événement :

« Axel s’est connecté a 18 h 45 et Wissam a 18 h 40. »

0,751
0571

0,251

1. Justifier que la probabilité p cherchée est égale a:
1
= P( -Xx )S —.
p=P(y-»lj=;
2. Montrer que :
1 1 1
—XsEs—SXxX-—syYsXx+—
== 4 47 4
3. En déduire que, pour tous réels x et y de l'intervalle
[0;1],0na: |x—)/|$l
4

si et seulement si le point M(x ; y) appartient au domaine
9 coloré en vert.

4. On admet que la probabilité p est égale a l'aire du
domaine 9.
Déterminer p.



pC Contenus associés :
10 min

- « Lois de probabilité a densité.............
a A la gare Spécialité : SES, Informatique
Vers le sup : Gestion, Statistique
= Objectif : Manipuler une loi uniforme. et informatique décisionnelle

A la gare de Fontainebleau, des trains pour Paris passent toutes les
30 minutes a partir de 6 h du matin.

Un individu arrive a la gare entre 6 h et 7 h et I'on suppose que
I'heure de son arrivée, donnée par le nombre de minutes apres 6 h,
est modélisée par une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur
I'intervalle [0 ; 60].

Quelle est la probabilité que l'individu ait a attendre moins de
10 minutes le prochain train? qu'il attende plus d'un quart d’heure ?

Y .z
30’3 min Contenus associées :
|

. . « Lois de probabilité a densité.............
Loi exponentielle Spécialité : Physique, NS|
Vers le sup : Statistique et informatique

= Objectif : Retrouver les résultats du cours o
décisionnelle

et les manipuler.

A » Quelques points théoriques
Soit A > 0. On considere la fonction f définie sur R, par f(t) = e M,

1.Pourx € R,, on pose F(x)= jof(t)dt.
Montrer que F(x) = 1 - e~ ™,

2. 0n note, pourt € R,, g(t) = te™.

a) Montrer que pourtoutt ER_, ona

AMeM=eM_g/(t).

b) En déduire J'Okte‘“dt, puis en déterminer la limite lorsque x — +°.
c) En déduire I'espérance d’une loi exponentielle.

N[ =

3. a) Résoudre l'équation F(x) =
b) En déduire le temps de demi-vie d'une loi exponentielle.

B » Durée de vie d'un appareil électronique

Dans un IUT d'informatique, les éleves utilisent un appareil électronique dont le fonctionnement repose
sur deux composants : C; et C,.

On suppose que leurs fonctionnements sont indépendants I'un de I'autre et 'on modélise leurs durées de
vie par des variables aléatoires T, et T, suivant des lois exponentielles de paramétres respectifs A, et A,

1. a) La durée de vie moyenne du composant C, est de 100 heures.

En utilisant la question 2. de la partie A, déterminer A

b) En moyenne, la moitié¢ des composants C, ont une durée de vie inférieure ou égale a 120 heures.
En utilisant la question 3. de la partie A, déterminer 1.

2. Lappareil fonctionne a la seule condition que les deux composants fonctionnent tous les deux.
On note T la variable aléatoire modélisant le temps de vie de l'appareil électronique.

a) Déterminer P(T < x) en fonction de A, A, et x.

b) En utilisant la question 1. de la partie A, que peut-on dire de la loi de T ?

c) Quelle est la probabilité que I'appareil fonctionne plus de 100 heures ?

Théme 8 « Temps d'attente 283
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Parcoursup

= Objectif : Utiliser une loi de probabilité.

Dans un lycée, les inscriptions sur Parcoursup sont toutes
organisées sur la méme journée.

Le temps de traitement de l'inscription dépend du nombre
d'autres requétes effectuées durant le méme instant.
On suppose qu'en deca d'un seuil fixé de 100 %
de requétes, l'inscription est pratiquement immédiate ;
qu'entre 100 % et 200 % le temps d’inscription est
de 10 secondes ; qu'entre 200 % et 350 %, le temps est de
25 secondes et qu'entre 350 % et 1 000 %, il faut attendre
une minute.

La proviseure avait pris des notes sur le déroulement de
I'an passé. En se basant sur ces notes, elle a pu établir
qu’ily a une chance sur cinq que le nombre de requétes
sur Parcoursup soit en dessous de 100 %, une chance sur
dix qu'il soit entre 100 % et 200 % et trois chances sur dix
qu'il soit entre 200 % et 350 %.

Y
209 min
B Rendez-vous a l'opéra

= Objectif : Manipuler et représenter une loi uniforme.

A l'opéra de Vichy, les portes s'ouvrent 30 minutes avant
le début de chaque spectacle. Pour la représentation
du Misanthrope de Moliére, Alexis et Camille se donnent
rendez-vous entre 15h 30 et 16 h.

Chacun attend l'autre cing minutes avant de rentrer
dans l'opéra.

>,
15%min

Contenus associés :
o Lois discrétes...............oocooiiiiiiill Chapitre 7

Spécialité : SES, NSI
Vers le sup : Sciences humaines, Gestion,
Statistique et informatique décisionnelle

On modélise le temps de traitement de l'inscription sur
Parcoursup par une variable aléatoire T.

1. Déterminer la loi de probabilité de T et représenter
graphiguement cette loi.

2. Calculer l'espérance ainsi que la variance de T.
Interpréter ces résultats.

3. A 9 h, une trés grande partie du lycée effectue
I'inscription.

La proviseure est certaine que le nombre de requéte
dépasse alors le seuil de 100 %.

Une éleve lui demande s'il est normal qu’au bout de
30 secondes le traitement de l'inscription ne soit pas
encore effectué.

Que doit-elle répondre ?

Contenus associés :
« Lois de probabilité a densité............. Chapitre 8

Spécialité : SES, Informatique
Vers le sup : Sciences humaines, Gestion,
Statistique et informatique décisionnelle

On modélise les instants d'arrivée aprés 15 h30 par une loi
uniforme sur [0; 1].

1. A 15 h 50, une sonnette retentit, annoncant le début
imminent de la représentation.

a) Quelle est la probabilité que Camille entre avant la son-
nette ? Méme question pour Alexis.

b) Quelle est la probabilité que Camille et Alexis entrent
avant la sonnette ?

2.0ndonnele
graphique ci-contre.
a) Que représente
I'aire de la surface colo-
rée dans le contexte de
I'exercice ?

b) En déduire la pro-
babilité que Camille
et Alexis entrent

ensemble a l'opéra. 0

O\ = A
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6 Datation
au carbone 14

= Objectif : Simuler une durée de vie.

A » Désintégration du carbone 14

On note T la variable aléatoire modélisant le temps
de vie de I'atome.

Le phénomene radioactif peut étre expliqué de
la maniére suivante : la probabilité qu'un atome
radioactif se désintégre durant un intervalle de temps
est proportionnelle a l'intervalle de temps considéré.

1. Si I'on note F la fonction de répartition de T,
on admet que cela implique que F vérifie
I'équation différentielle suivante :

F’'(x) =M1 - F(x)) pourx € R, et > 0.

a) Déterminer alors une expression de F(x) pour
toutx ER,.

b) Reconnaitre laloide T.

2. La fonction suivante, écrite en langage

Python f, , simule la durée de vie d'un atome
de carbone 14.
Expliquer cette fonction.

from math import*

from random import random

def desintegration(l):
x=random ()
y=-log(l-x)/1
return y

3. On rappelle que le temps de demi-vie t, d’une loi
2
exponentielle de paramétre A est donné par :

E k

a) Des mesures physiques nous donnent dans le cas
du carbone 14 la valeur t, =5 730 ans

2
Déterminer A.

Cette valeur est appelée constante de radioactivité.
b) Que faut-il écrire a la suite du programme de la
question 2. pour obtenir la simulation de la durée
de vie avec cette valeurde A ?

Programmer alors cette fonction.

J
Neca .
Algo v'ii" min

Contenus associés :

 Primitives et équations différentielles.
e Loisdiscrétes................ocooi
« Lois de probabilité a densité.............

Spécialité : Physique, SVT, NSI
Vers le sup : Biologie, Physique, Archéologie

B » Datation
On considere un gramme d’un organisme fossile dont
on veut établir la datation et on note n le nombre
d'atomes de carbone 14 présents.

On fait I'nypothese qu'a la mort de cet organisme, un
gramme de matiére contenait N = 7,0 x 10'% atomes
de carbone 14. On note B, la variable aléatoire égale
a 1sil'atome de carbone 14 numéro j s'est désintégré
eta0sinon, pouri € {1;..; N}

1. A quoi correspond la quantité B, +B,+..+By?
2.Pouri €{1;...; N}, quelle est la loi de B, ?

3. a) Exprimer de maniére algébrique la fréquence
d’atomes désintégrés lors de I'expérience.

b) Compléter alors la fonction écrite en langage
Python " qui simule I'expérience, afin qu'elle
renvoie cette fréquence. Programmer ensuite
cette fonction.

def frequence(N,t,1):
S=0
for i in range(N):
if random()<l-exp(-1*t):
S=S+1
return..

¢) En fixant une valeur de t et en choisissant la valeur
de A déterminée dans la partie précédente, représen-
ter graphiquement cette fréquence en fonction de N.
d) Emettre une conjecture quant a la convergence de
cette fonction. Que représente cette limite ?

4., Déduire des questions précédentes l'approximation :

N-n =1-e™™
N
5. En déduire qu’une approximation de t peut étre
3 In(N) = In(n)
donnée par: —

Théme 8 « Temps d'attente
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305 min Contenus associés :
* e Loisdiscrétes...................oooi Chapitre 7

Greffes de rosiers spécialité : SVT

Vers le sup : Biologie, Agronomie

= Objectif : Justifier et manipuler une loi géométrique.

Thibault aide tous les week-ends sa grand-mére dans la greffe de ses rosiers.

Lorsqu’une greffe est effectuée, ils constatent des la semaine suivante si elle a pris ou non.
On note p = 0,6 la probabilité qu'une greffe prenne.
La grand-mere de Thibault possede 20 rosiers.

y B C
1 n px=n) |
2 20 3,65616E-5
3| 21 0,000292493
4| 22 0,001228469
5| 23 0,00360351
6| 24 0,008288072
7| 25 0,015913099
8| 26 0,026521832
9| 27 0,039403864
0| 28 0,053195217
1| 29 0,066198492
12| 30 0,076790251
13| 3 0,083771183
4| 32 0,086563556
1. a) Par quelle loi peut-on modéliser une tentative de greffe sur un 15 33 0,085231809
rosier ? 6| 34 0,08036142
b) Thibault choisit de considérer un schéma de Bernoulli et une loi 17| 35 0,07286102
binomiale pour modéliser le nombre de greffes G nécessaires pour 181 36 0,063753393
un rosier sur une base d'étude de 5 mois. Y 0,054002874
Rédiger cette modélisation et calculer selon celle-ci la probabilité BT 0,044402363
qu’un rosier ne soit pas greffé avant 4 semaines. B2l 39 0,03552189
2. La grand-mére de Thibault regarde la modélisation et s'exclame : 22| 40 0,027707075
« Ton hypothése est trop forte, tu vois bien que si une greffe prend, 23] 41 0,021110152
il n'est plus la peine d’essayer une nouvelle fois ! » 124 | 42 0,015736659
Le garcon répond alors : « Mais oui bien sar, il sagiten réalité dupre-  [55] 43 0,011494603
mier succes de mon schéma de Bernoulli. » 6| 44 0,008237799
a) JL,Jstifier alors la loi .réellle deG. ‘ ‘ 7] 5 0,00579941
Le résultat de’ pro,bablllte de la question 1. b) change-t-il alors? S8l 46 0,004014976
b) Rapp?elerles!oerance deG. 50| 47 0,002736132
Interpréter ce résultat dans le contexte. —
i 48 0,001837117
3. On note X le nombre total de greffes nécessaires pour que 31 49 0,001246298
les greffes prennent sur les 20 rosiers. 32| 50 0,000794648

Déterminer I'espérance de X et l'interpréter.

4. Un calcul permet de déterminer la loi de X. On donne dans le tableau de valeurs ci-dessus une partie de cette loi.
On appelle cette loi la loi de Pascal.

a) Justifier pourquoi le tableau commence an = 20.

b) Quelle est la probabilité qu'il ait fallu faire au total moins de 30 greffes pour que les rosiers soient tous greffés ?
c) Quelle est la probabilité qu'il faille plus de 50 greffes?

286



Correlation et causalite

L Température

Y
- .
32’1 min

et gaz a « effet de serre »

= Objectif : Découvrir la notion d’ajustement
d’une série statistiques a deux variables

A » Etude de la concentration moyenne
de CO, dans I'atmosphére

Le CO, est le principal gaz a « effet de serre ».

Depuis 2015, les concentrations moyennes de CO,
dans I'ensemble de I'atmosphére terrestre sont
supérieures a 400 ppm (« partie par million »). Comme
son nom l'indique, le ppm permet de savoir combien
de molécules de CO, on trouve sur un million

de molécules d'air. Il permet donc de rendre compte
de la quantité de CO, dans une masse d'air donnée.
Les prévisions estiment que d'ici 2030, le taux de CO,
moyen dans I'atmosphére atteindra les 450 ppm.

Concentrationde CO, :
lienmini fr/maths-t09-01

1. Télécharger le fichier
qui donne la concentration
moyenne de CO, dans
I'atmosphére et la
température moyenne mondiale chaque année de

1900 a ]

4 A B | C
2015. -
, . Concentration Température
Sélection- ) moyenne de CO. P "
Année dans I'atmos hérze moyenne mondiale
ner les don- (en ppm')) (en degrés Celsius)
, 1
nées des —
2 1900 295,7 138
colonnes 3] 190 296,2 137
A et B, puis 4] 1902 296,6 13,6
insérerun  [5] 1903 297 135
graphique _6_ 1904 297,5 13,5
7 1905 298 13,7
nuagede -

N 18| 1906 298,4 13,8
pOInts' _9_ 1907 298,8 13,5
2.Ouvrir |10 1908 299,3 13,5
Ia fenétre JL 1909 299,7 13,6
F t d _11 1910 300,1 13,5

’orm? ae [l om 3006 134

I axe a I alde Ji 1912 301 13,6
d’'un double [15] 1913 301,3 136
clic sur |es 16 1914 3014 13,8
valeurs

de I'axe des abscisses, puis indiquer 1900 comme
minimum et 2040 comme maximum, puis régler le
« pas » des unités principales a 10.

3. Faire de méme avec I'axe des ordonnées, en
indiquant 280 comme minimum et un « pas » de 10
pour les unités principales.

Contenus associés
« Statistiques a deux variables...................

Spécialité : Physique chimie, Enseignement
scientifique
Vers le sup : Sciences

4. a) A l'aide d'un clic droit sur les points du nuage,
sélectionner Ajouter une courbe de tendance dans la
fenétre de dialogue.

b) Dans la fenétre d'affichage Format de courbe

de tendance, faire afficher le coefficient de
détermination r2 sur le graphique. Puis sélectionner
successivement linéaire puis polynomiale degré 2
puis polynomiale degré 3, tout en observant la courbe
et le coefficient r2. Que constatez-vous ? Quel est le
meilleur ajustement possible ?

c) Toujours dans la fenétre d'affichage Format

de courbe de tendance, faire une prévision « en
avant » de 15. Que remarque-t-on ? Cela confirme-t-il
les prévisions données dans I'énoncé ?

B » Température moyenne globale

1. Sélectionner les données des colonnes A et C
avec la touche Ctrl puis insérer un graphique nuage
de points.

2. Régler le format de I'axe des abscisses comme
dans la question A » 2..

3. Ajouter une courbe de tendance polynomiale
degré 3.

4, Selon cette courbe de tendance, quelle
température est prévue en 2030 ?

C » Lien entre température
et concentration de CO,

1. Sélectionner les données des colonnes B et C,
puis insérer un graphique « nuage de points ».

2.Régler le format de I'axe des abscisses en prenant
280 comme minimum et 450 comme maximum,
et 20 pour le « pas » des unités principales.

3. Faire de méme avec l'axe des ordonnées,
en indiquant 0,1 pour les unités principales.

4. Ajouter une courbe de tendance linéaire.
5. Sila concentration de CO, atteint 450 ppm,

quelle prévision de température donne la courbe de
tendance de ce nuage de points ?

Théme 9 » Corrélation et causalité
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Loi de Moore

= Objectif : Modéliser des évolutions

En 1965, Gordon E. Moore, I'un des
cofondateurs de la société Intel,
observe que le nombre de transistors
qui composent un microprocesseur

double tous les ans (premiere loi de
Moore). En 1975, il précise qu'en fait ce nombre doit
doubler tous les deux ans (deuxiéme loi de Moore)
jusqu'en 2015, ol on sera limité par la taille des
atomes.

A » Evolution du nombre de transistors
selon la premiére loi de Moore

En 1971, un microprocesseur était constitué de 2300
transistors.

Soit (u,) la suite qui donne, selon la premiere loi

de Moore, le nombre de transistors dans un micro-
processeur I'année de rang n, en prenant 1971 comme
année derang 0.

Ainsi u, = 2300.

1. Pour tout entier naturel n, exprimer u,, ; en fonction
deu,.

2. Déterminer u,, u,, us.

3. Quelle est la nature de cette suite ?

4. En déduire une expression de u, en fonction de n.

5. Selon la premiére loi de Moore combien
un microprocesseur devrait contenir de transistors en
1974 7Eten 19827

B » Evolution réelle du nombre

de transistors par microprocesseur

Les données exactes de I'entreprise Intel concernant ses
microprocesseurs depuis 1974 sont présentées dans le
tableau suivant.

TICE 3(.).=min
of

.- )
Contenus associés

« Suites et modéles discrets.... ....Chapitre 1
e Statistiques a deux variables ................. Chapitre 9
Spécialité : Physique chimie, Enseignement

scientifique
Vers le sup : Sciences

Année Rang, Nombre de fcr?nsistors i
de lI'année x; (en millions)

1974 0 0,006
1979 5 0,029
1982 8 0,134
1985 1 0,275
1989 15 1,2
1993 19 3,1
1997 23 7,5
1999 25 9,5
2000 26 42
2004 30 125
2007 33 582
2008 34 820

1. Sur GeoGebra, représenter le nuage de points
M,(x;; y), pour i entier de 1 a 12, associé a la série
statistique a deux variables « rang x de 'année » et
«nombre y de transistors en millions ».

Dans la barre de saisie, entrer successivement les coor-
données des points : (0,0.006) (5,0.029) (8,0.134) etc.....
Pour visualiser tous les points convenablement, chan-
ger I'échelle : clic droit sur le graphique Axe X : Axe Y
puis 1:50

[vo=0,006

2. Soit (v,) la suite définie sur N, par :
vn+2 = 2Vr:

a) Justifier que cette suite modélise I'évolution, selon

la deuxiéme loi de Moore, du nombre de transistors, en

millions, dans un microprocesseur I'année de rang n, en

prenant 1974 comme année de rang 0.

b) On admet que la suite (v,) est géométrique.

Démontrer que sa raison est V2.

¢) Exprimer v, en fonction de n.

d) Déterminer v,, et comparer avec la valeur réelle.

3. On considére la fonction f : x — 0,006 x /2"
définie sur l'intervalle [0 ; 34] telle que pour tout entier
naturel n, v, =f(n).

a) Représenter la courbe de la fonction f sur
GeoGebra. Pour cela, dans la barre de saisie, entrer

| f(x)=0.006*sqrt(2)Ax |

b) La courbe obtenue coincide-t-elle avec le nuage de
points ?

c) Que peut-on dire de la deuxiéme loi de Moore pour
la période 1974 a 2008 ?



Chorale

et decibels

=) Objectif : Découvrir I'ajustement logarithmique

Dans une salle de concert, un instrument de
mesure du niveau sonore, en décibels, a été placé
devant la scéne.

Les mesures relevées lors du passage de différents
choeurs amateurs et professionnels qui sont venus
donner des concerts dans cette salle sont présen-

tées dans le tableau suivant.

Nombre x;
de chanteurs
dans le chceur

4112/15/28|30/43|55/75(116/122

Niveau sonore

75/81/80/84/84|85 8788 91 | 90
7, (endB)

A » Etude du nuage de points
al'aide d’un tableur

1. Entrer les valeurs du tableau ci-dessus dans les
colonnes A et B du tableur.

2. Représenter le nuage de points M(x;, )
pour i entier de 1 a 10. (Sélectionner le tableau,

puis Insertion, Graphiques, Nuage de points).

3. Régler le minimum de I'axe des ordonnées sur
60. (Double-cliquer sur I'axe des ordonnées pour
ouvrir la fenétre Format de I'axe).

4., Ajouter une courbe de tendance (clic droit
sur les points). Dans la fenétre Format de courbe
de tendance, sélectionner Logarithmique

et Afficher I'équation et le coefficient

de détermination R2 sur le graphique.

5.0n admet que I'équation y = 4,5In(x) + 68,8 est
un bon modele d'ajustement de la série statistique
a deux variables x (nombre de chanteurs) et y
(niveau sonore).

a) En déduire, selon ce modeéle, le niveau sonore
qui pourrait étre relevé dans la salle de concert
pour une chorale de 200 personnes.

b) Donner une estimation du nombre de chan-
teurs que l'on devrait réunir sur scéne afin de
dépasser les 100 décibels .

« Statistiques a deux variables...................
Spécialité : Physique chimie, Enseignement
scientifique

Contenus associés
Vers le sup : Sciences

B » Comparaison avec une autre série
statistique

Le niveau sonore moyen d'un chanteur de chorale
a été mesuré dans cette salle autour de 70 dB.

Le directeur de la salle prétend qu'a chaque fois
que l'on double le nombre de chanteurs, le nombre
de décibels augmente de 3.

1. Dans le tableur, recopier et compléter la feuille
de calcul suivante qui donne selon I'affirmation du
directeur, I'évolution du nombre de chanteurs et
du niveau sonore correspondant.

A A | B

Selon le directeur de la salle :

Nombre de chanteurs | Niveau sonore (en dB)
1 70
2 73
4 76

[STel=SeleT=]eTsT=

—_
—

Quelle formule doit-on entrer dans la cellule A4
et quelle formule doit-on entrer dans la cellule
B4 afin gu’en les recopiant simultanément vers le
bas on obtienne les résultats qui correspondent a
I'affirmation du directeur ?

(On s'arrétera a la case A11)

2. Représenter le nuage de points correspondant
a cette nouvelle série statistique sur le méme
graphique que le précédent. (Clic droit sur le
graphique, « sélectionner des données », puis
cliquer sur lI'onglet Ajouter, puis cliquer dans
l'onglet Valeurs de la série des abscisses X et
sélectionner la plage de cellules de A3a A11,

puis dans l'onglet Valeurs de la série Y effacer

le contenu et sélectionner la plage de cellules
deB3aB11)

3. Ajouter une courbe de tendance

« logarithmique » sur le nouveau nuage de points.
Cette courbe de tendance coincide t-elle avec celle
du nuage de points de la partie A ?

4. Que peut-on dire de I'affirmation du directeur
delasalle?

Théme 9 » Corrélation et causalité
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Effet cigogne

= Objectif : Comprendre la différence entre
la corrélation et le lien de causalité de deux quantités

Deux événements x et i
7y sont corrélés sil'on b
observe un lien, une
relation entre les deux.
Une erreur de raisonne- | _
ment courante consiste
adire: «Sixetysont
corrélés c'est que y est
causé par x ». Il ne faut
pas confondre corréla-
tion et causalité car, en
réalité, c'est peut-étre x qui est causé par y, ou peut-étre
que cest un facteur extérieur qui a causé x et y simul-
tanément, ou peut étre encore que la corrélation de x
et y n'est qu'un pur hasard. Par exemple, lors de divers
recensements, on a constaté qu'en Alsace, dans les
communes ou nichaient beaucoup de cigognes, le taux
de natalité était plus important que dans le reste du
pays. La présence des cigognes a-t-elle une influence
sur la natalité ? En réalité, les communes qui abritaient
des cigognes étaient des communes rurales. Or, le taux
de natalité des communes rurales était plus important
que celui des grandes villes. Voici quelques exemples
de corrélations entre deux variables. Pour certaines le
lien de causalité est fortement discutable. Saurez-vous
dépister « I'effet cigogne » ?

I

A » Ventes de glaces et température moyenne
Une commercante a noté chaque semaine pendant

les mois d'été 2017 la température moyenne x; dans

sa ville, en degrés Celsius. Sur la méme période, elle a
noté le nombre y, de ventes de glaces quelle a servies
chaque semaine. Ses résultats sont présentés dans le
tableau suivant.

Température

M€ 93 25 21 30 29 32 27 25 27
x; (en °C)
Nombrede .. ., 15 54 55 61 55 40 48
glaces y;

1. A l'aide de votre calculatrice :

a) représenter le nuage de points (x;; y,) pour i entier
de 129, alaide de la méthode suivante.

b) déterminer I'4quation de la droite de régression de y
en x ainsi que le coefficient de corrélation linéaire puis
représenter la droite.

.. )
Contenus associés

« Statistiques a deux variables................... Chapitre 9
Spécialité : Physique chimie, Enseignement
scientifique

Vers le sup : Sciences

NUMWORKS ias

Dans le menu Régressions, apres avoir entrée

les données, appuyer sur @, sélectionner l'onglet

« Graphique », puis :le nuage de points apparait
a l'écran ainsi que la droite d'ajustement du nuage.

TI-83 Premium CE

Appuyer sur la touche NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD

[AXXIN Groph2 Graph3

= | pour entrer les

. 2ncte
valeurs puis - liJ

|:J :le menu Graph1
apparait.

Sélectionner et compléter

chaque ligne comme sur la capture d'écran. Appuyer

NAff

Tupe: B8 2~ Jh Wi MW |~
Kliste :L1

Yliste :Lz2

Maraue :[ + -

Couleur : IENSVENN

ensuite sur *™* et régler les valeurs minimum et
maximum de chaque axe afin de pouvoir visualiser

tous les points du nuage puis appuyer sur = .
le nuage de points apparait alors sur I'écran.
Pour obtenir la droite d'ajustement, il faut d'abord -

el CHL C

’

calculer I'4quation de la droite :

4:RégLin(ax+b), puis plusieurs fois |2J .Lorsque
la fenétre RégLin est obtenue, appuyer sur la

touche liJ, puis sur la touche ™ sélectionner
5:Statistiques... , puis , 1:EQRég, I'équation de

la droite apparait alors. Appuyer sur %% . |a droite
d’ajustement est dessinée.

CASIO GRAPH 90 +E

Dans le menu s=tistiae entrer les valeurs de la série

puis appuyer sur la touche

(GRAPH1] puis surm puis sur@“
et sur@ ‘ puis sur




2. D’aprés les données obtenues avec la
calculatrice peut-on dire quil y a une corrélation
entre la température x et le nombre y de glaces
vendues ?

3.0ndit qu'il y a un lien de causalité entre deux
quantités lorsque I'évolution de I'une a des effets
sur I'évolution de l'autre.

Dans le contexte de I'énoncé peut-on dire qu'il

y a un lien de causalité entre la température x

et le nombre de glaces vendues y ?

4. Sil'on considére que I'ajustement affine réalisé
ala question 1. b) avec la droite de régression

peut modéliser de facon approché le lien entre la
température et les ventes de glaces, combien de
glaces pourrait-elle vendre pendant une semaine de
canicule ou la température moyenne serait de 37°?

B » Consommation de viande

et espérance de vie

Les données du tableau ci-dessous représentent,
pour I'année 2018, la consommation de viande x;
en kilogrammes par habitant et I'espérance de
vie y;(moyenne entre homme et femme), en
années, de différents pays.

Pays (en kgﬁmb“) (en ayninées)

Australie 92 82,8

France 87,5 82,4
Paraguay 41 74

Egypte 22 70,9
Indonésie 12 69,1
Mexique 50 76,6
Ethiopie 52 64,8
Pakistan 84 66,4

1. a) A l'aide de la calculatrice représenter le nuage

de points (x;; y;) pourientierde 12 8.

b) Déterminer I'équation de la droite de régression
de y en x ainsi que le coefficient de corrélation
linéaire r. Représenter la droite d correspondante.

2. a) D'apreés les données obtenues avec la
calculatrice peut-on dire qu'il existe une corrélation
entre la consommation de viande et l'espérance de
vie ?

b) En 2018 la consommation de viande d’Israél
était égale & 82 kg - hab~'et celle d’Arabie Saoudite
40,6 kg-hab~" (données de 'OCDE). En utilisant
I'ajustement affine de la question 1. b) donner une
estimation de l'espérance de vie en 2018 en Israél
et en Arabie Saoudite. Comparer avec la valeur
réelle recherchée sur Internet.

3. Peut-on en conclure qu'il y a un lien de causalité
entre la consommation de viande et l'espérance de
vie ? Laffirmation : « Plus on mange de viande, plus
on vit vieux » est-elle correcte ? Pourquoi ?

C» Prix du timbre et consommation de lait
Dans le tableau ci-dessous sont présentés le prix
du timbre (en euros) et la consommation de lait (en
litres par habitant) en France de 2010 a 2015:

Prix x du timbre

0,58| 06 | 0,6
(en €)

0,63 0,66 |0,76

Consommation

de lait (en L-hab™") >7 | 56

554| 54 | 53 | 51

1. Al'aide de votre calculatrice :

a) représenter le nuage de points (x;; ;) pouri
entierde 1a6.

b) déterminer I'équation de la droite de régression
de y en x ainsi que le coefficient de corrélation
linéaire puis représenter la droite.

2. D'aprés les données obtenues avec la
calculatrice peut-on dire quil y a une corrélation
(négative) entre le prix du timbre et la
consommation de lait ?

3. Peut-on en conclure qu’il y a un lien de causalité
entre I'augmentation du prix du timbre et la baisse
de la consommation de lait ?

L'affirmation : « Plus I'envoi de courrier est cher
moins on consomme de lait » est-elle pertinente ?

( -

b |

D
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Force centrifuge

= Objectif : Ajuster
avec un changement de variable

A » Effet sur un liquide
Dans un laboratoire on
dispose un récipient rempli
d'un liquide sur un plateau
tournant afin d'observer
différentes caractéristiques
de ce liquide en rotation.

On fait tourner le plateau a
vitesse constante.

Dans le tableau suivant, on donne, en mm, la hauteur h du
liquide dans le récipient en fonction de sa distance x au
centre.

<~—axe de symétrie

plateau
tournant

vitesse de rotation

X (en mm) 0 5 8 10 12 15 20

henmm) | 76 | 84 | 93 | 104|113 | 136|178

Le nuage de points associé ayant une forme d'arc de
parabole, on décide de chercher la fonction du second
degré f dont la courbe s'ajusterait au mieux au nuage.

1.0nposey=./h-7,6.

Recopier et compléter le tableau suivant.

X 0 5 8 10 12 15 20

y=1}h—7,6

2. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r des
variables x et y et en déduire que le nuage de points de
cette série statistique a deux variables (x, y) peut étre
ajusté par une droite.

3. Déterminer équation de la droite de régression de y
en x. (Les coefficients seront arrondis au millieme) puis
en déduire I'expression de h en fonction de x.

4. En déduire que la fonction f du second degré qui
modélise de fagcon approchée la hauteur h en fonction
de la distance au centre x peut étre définie de facon
approchée sur [0; 25] par f(x) = 0,025 x2 + 0,015x + 7,602

5. Afficher le tableau de valeurs de la fonction f pour
les valeurs de x correspondant a celles données dans
I'énoncé et comparer aux valeurs de h obtenues
expérimentalement et données dans I'énoncé.

(CRemarque Leffet de la force centrifuge sur un fluide
permet de concevoir des télescopes a miroir liquide. Une
couche de mercure liquide est déposée dans un récipient
en rotation autour de I'axe central, et forme ainsi un miroir
parabolique.

Y
325 min

Contenus associés
e Statistiques a deux variables...................

Spécialité : Physique chimie, Enseignement
scientifique
Vers le sup : Sciences

B » Effet sur une cycliste

On a relevé pendant plusieurs courses cyclistes et par
temps sec, les vitesses maximales, en km - h™!, des
coureurs selon le rayon de courbure, en m, d’un virage.
On a obtenu les résultats suivants.

Rayonx(enm) | 15| 25| 5 12 |1175( 25 | 33
Vitesse v
1 1 2 7 44
(enkm-h") 0 3 0| 30 |375 50
Vitesse limite (en km-h™")
+
+
40+ N
+
20+ +
+F
Rayon de courbure x du virage (en m)
0 5 1 15 20 25 30

Le nuage de points associé présentant une forme de

« demi » parabole renversée on décide de chercher la
fonction g de la famille « racine carrée » dont la courbe
s'ajusterait au mieux au nuage:

1.0n pose y=v2

Recopier et compléter le tableau suivant.

X 1,5 | 25 5 12 | 175 | 25 33

y=v

2. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r des
variables x et y et en déduire que le nuage de points de
cette série statistique a deux variables (x, y) peut étre
ajusté par une droite.

3. Déterminer I'équation de la droite de régression de y
en x. (Les coefficients seront arrondis au millieme).
Sachant que y = v, déterminer I'expression de ven
fonction de x.

4. A quelle vitesse maximum peut rouler une cycliste,
selon ce modéle, dans un virage dont le rayon

de courbure est égala 10 m ?

(CRemarque Leffet de la force centrifuge permet
d'indiquer, sur la route, les limitations de vitesse

a l'entrée des virages.
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: Tous les mots de vocabulaire utilisés en Terminale.
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de Seconde et de Premieére

: Toutes les définitions de Seconde et de Premiére
: utiles pour comprendre et utiliser les nouvelles
notions de Terminale.

Formulaire de Terminale p. 307

INI

¢ Unrésume des principales formules utilisées
¢ en Terminale.

N7

Formulaire de geomeétrie p.312

: Toutes les formules des aires
: et des volumes des solides usuels.

-
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Logique et raisonnement p.313

v/
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Toutes les définitions et propriétés pour
: développer son argumentation et s’entrainer
: alalogique de fagon transversale.



A

Ajustement affine p. 226

Ajustement exponentiel p. 228

Al-Haytham dit Alhazen (Ibn) (965-1040)

Mathématicien, physicien et philosophe
arabe, ses travaux portent sur l'optique
et notamment l'optique physiologique.

Il énonce pour la premiere fois les lois

de la démarche scientifique et devance
des scientifiques européens (de quelques

siécles parfois) a propos de plusieurs de ses décou-
vertes.

Un astéroide porte son nom.

Algorithme

Séquence d'instructions finie qui permet de résoudre
un probleme.

Archiméde [de Syracuse) (287-212 av. J.-C.)

Physicien, mathématicien et ingénieur
grec de Sicile (Grande Gréce), ses tra-
vaux portent particulierement sur la

géométrie, la numération et la notion

d'infini. Il détermine un encadrement
de m en utilisant des polygones inscrits
et exinscrits.

Asymptote horizontale p. 44
Asymptote verticale p. 46

Barrow [Isaac) (1630-1677)

Mathématicien anglais, ses travaux
concernent le calcul infinitésimal
(tangentes) et 'optique géométrique.

Professeur de Newton, il démissionne

de sa chaire de mathématiques a Cam-
bridge en faveur de ce dernier.

Béneéfice : Différence entre la recette et les co(its

Bernoulli [Jacques) (1654-1705)

Mathématicien et physicien suisse, grand
frére de Jean.

[l définit la notion de probabilité et
introduit les notations encore utilisées
au XXl siecle.

Ses neveux Nicolas et Daniel poursuivent
par la suite son ceuvre.

Bernoulli (épreuve, loi, schéma)  p.170, p. 172

Bienaymé (Irénée-Jules) (1796-1878) __
Mathématicien francais, spécialisé
en probabilités et en statistiques,
il perpétue les travaux de Laplace
en généralisant la méthode des
moindres carrés.

Il énonce l'inégalité de Bienaymé démontrée
plus tard par Tchebychev, devenant I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, laquelle est utilisée afin de
prouver la loi faible des grands nombres.

C

Cauchy (Augustin Louis) (1789-1857)

Mathématicien francais et professeur a
I'Ecole Polytechnique, il est connu pour
son Cours d’Analyse ou, entre autres,
il définit de maniére rigoureuse la
convergence de séries et ou il énonce
(et démontre) le théoréme des valeurs
intermédiaires.

Cavalieri (Bonaventure) (1598-1647)

Mathématicien et astronome italien, il est
connu notamment pour le principe de
Cavalieri, précurseur du calcul inté-
gral et pour la géométrie des indivi-
sibles. Galilée, avec lequel il entretient
une correspondance prolifique, dit de

lui que « peu ou nul, depuis Archimede, a vu aussi
profondément dans la science de la géométrie ».
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Associer Unir des éléments dans lesquels on
voit des points communs.

Balayer Observer des tableaux de valeurs
successifs en réduisant au fur et a mesure le pas pour
avoir un encadrement de plus en plus précis de la
valeur cherchée.

Calculer Fournir une valeur numérique a l'aide
des régles de calculs.

Chercher Tester plusieurs possibilités a partir
des informations données dans I'énoncé, essayer de
faire le lien avec des propriétés connues, utiliser la
calculatrice ou un logiciel.

Communiquer Expliquer un raisonnement a
I'écrit ou a l'oral, expliquer une démarche méme si
celle-ci n'aboutit pas a I'aide de phrases, de formule,
de schémas...

Comparer Comparer deux nombres signifie
déterminer s'ils sont égaux ou lequel est plus grand
que l'autre.

Conjecturer Emettre une supposition a partir
d'observations.
Démontrer A partir des éléments connus,

effectuer un raisonnement ou un calcul pour obtenir
le résultat ou la propriété cherchée.

Développer Ecrire un produit sous forme d’une
somme équivalente.

Encadrer Encadrer un nombre c'est donner un
couple de valeurs (a ; b) entre lesquelles on est str
que ce nombre se trouve.

On écrit une double inégalité :a < x < b.

Expliquer Rendre compréhensible un
raisonnement, une idée.

Interpréter Faire une phrase situant le résultat
obtenu dans le contexte (souvent concret) de
I'exercice.

Modéliser Décrire une situation concréte en
utilisant les connaissances mathématiques, par
exemple : écrire une équation ou une fonction
permettant d'étudier la situation proposée.

Optimiser Résoudre un probléme consistant a
trouver le maximum ou le minimum d’une fonction
sur un ensemble.

Raisonner
Représenter Fournir une information sous
forme graphique : figures codées en géométrie,
courbe d’une fonction, arbre ou schéma en
probabilité, ...

=) Démontrer

Résoudre Trouver toutes les solutions possibles.
Simplifier (une fraction) Opération qui
consiste a diviser le numérateur et le dénominateur

par un méme nombre non nul afin d'obtenir le nu-
mérateur et le dénominateur les plus petits possibles.

000000000000 00000000000000000000000000000000000 o

Coefficients binomiaux p.172
Coefficient de corrélation linéaire p. 226
Concavité et convexité p. 74
Continuite p.50
Densité de probabilité p.198

Deparcieux (Antoine) (1703-1768)

Mathématicien francais, il publie des
traités concernant la trigonométrie et
les probabilités. Son Essai sur les pro-
babilités de la durée de la vie humaine,
dans lequel on trouve les « tables de
mortalité » est considéré comme l'ceuvre fondatrice de
la science dite actuarielle c’est-a-dire de lI'application
des mathématiques a la finance et aux assurances.

Dérivée seconde p. 74
Dichotomie

Méthode itérative pour déterminer une valeur ap-
prochée de la solution d’une équation qui consiste a
répéter des partages d'un intervalle en deux parties
puis a sélectionner le sous intervalle dans lequel la
solution de I'¢quation appartient. Lorsque la précision
obtenue est atteinte, la méthode est arrétée.

Droite de régression p. 226
€quation différentielle p. 116
Espérance (loi a densité) p. 200

Euler [Leonhard) (1707-1783)

Mathématicien et physicien suisse. Il
introduit une grande partie des nota-
tions des mathématiques modernes :
fonctions trigonométriques, notation
f(x), lettre e pour le nombre d'Euler, lettre
i pour I'unité imaginaire etc.

Extrapolation

p. 230

F

Fermat [Pierre de) (1607-1665)

Magistrat, poéte et mathématicien fran-
cais. Il appliqua I'algébre a la géométrie
et est I'auteur de plusieurs théorémes
ou conjectures en théorie des nombres.
La plus connue fut démontrée, plus de
3 siécles plus tard, par Andrew Wiles.

Dicomaths ¢ Lexique




Fisher [Ronald Aylmer) (1890-1962)

Statisticien et biologiste anglais, il est
I'auteur de nombreuses notions statis-
tiques encore utilisées actuellement :

analyse de variance, information de

Fisher, maximum de vraisemblance, test
de Fisher etc.

Fonction de répartition p. 202

G

Gauss [Carl Friedrich) (1707-1783)

Mathématicien, physicien et astronome
allemand, il est surnommé « le prince
des mathématiciens ». En 1801, il pu-
blie ses Disquisitiones arithmeticae ou
il définit la notion de congruence et les

premiéres propriétés modulaires associées.

Gosset (William Sealy) dit Student (1876-1937)

Statisticien anglais, il invente le test de
Student afin de stabiliser le goGt de la
boisson produite par son entreprise.
Ce test permet de décréter notamment
si la différence entre deux échantillons
est pertinente.

H

Héron [d’Alexandrie] (I° siécle ap. J.-C.)
Mathématicien grec, ses travaux portent
essentiellement sur la géométrie. La
formule d’'Héron permet de calculer
I"aire d’un triangle a partir de ses cotés
et la méthode de Héron permet 'extrac-
tion de la racine carrée d'un nombre.

Huygens [Christian) (1629-1695)

Mathématicien, physicien et astronome
néerlandais. Apres avoir entendu par-
ler de la correspondance entre Blaise
Pascal et Pierre de Fermat, il publie le
premier livre sur le calcul des probabilités
dans les jeux de hasard.

Interpolation p. 230

Intervalle de fluctuation p.176

L

Lagrange (Joseph-Louis) (1736-1813)
Mathématicien et astronome italien na-
turalisé francais, il élabore le systeme
métrique avec Lavoisier pendant la
Révolution. On lui doit la notation in-
dicielle pour les suites numériques et il
est a l'origine de la notation f’(x).

Laplace [Pierre-Simon de) (1749-1827)

Mathématicien, astronome et physicien
francais, ses connaissances en astro-
nomie lui permettent de devenir pré-
sident du Bureau des longitudes. Ses
travaux portent également sur le calcul
intégral, les équations différentielles et
les probabilités.

Legendre (Adrien-Marie) (1752-1833)

Mathématicien francais, ses travaux
portent entre autres sur la théorie des
nombires, les statistiques et les proba-
bilités. Il introduit le symbole dit de
Legendre au cours de ses recherches pour

démontrer la loi de réciprocité quadratique.

Leibniz (Gottfried Wilhelm) (1646-1716)

Philosophe, mathématicien et diplomate
allemand.

Il introduit le terme de « fonction » et
invente le calcul infinitésimal.

Limite (de suite) p. 20

Limite (de fonction)

Hui [Liu] (11 siécle ap. J.-C.)
Mathématicien chinois, il effectue des
calculs d’aires et de volumes pour
trouver le volume d’un cylindre (prin-
cipe de Cavalieri) ou pour donner une
estimation a 3,1416 du nombre T.

On trouve également dans ses écrits la méthode
d‘élimination de Gauss-Jordan.

Logarithme népérien p. 9
Loi binomiale p.174
Loi exponentielle p. 204
Loi géométrique p.178
Loi uniforme p. 170, p. 200, p. 202



Lorenz [Max Otto) (1876-1959)

Economiste américain a l'origine du
concept de courbe de Lorenz. Cette
derniére permet de décrire les inéga-
lités de revenus notamment grace au

calcul de l'indice de Gini.

N

Napier (John) ou Neper (Jean) (1550-1617)

Mathématicien, physicien et astronome
écossais, il invente les logarithmes afin
de simplifier les calculs utilisés en as-
tronomie.

Newton (Isaac) (1642-1727)

Philosophe, mathématicien et physicien
britannique. Il est I'un des fondateurs

du calcul infinitésimal avec Leibniz et

est al'origine de la formule du binéme

qui porte son nom.

Nuage de points p. 224

P

Pascal (Blaise) (1623-1662)

Mathématicien, physicien et théologien francais,
il concoit et fabrique une machine arith-
métique : la Pascaline. Il entretient une
correspondance avec Pierre de Fermat
avec lequel il développe un nouveau
champ de recherche en mathéma-
tiques : les calculs de probabilités.

Pearson Karl) (1857-1936)

Mathématicien anglais, il est connu pour
ses travaux concernant le coefficient de
corrélation entre deux variables et le
test du x2. Il est considéré comme étant
un des fondateurs des biostatistiques.

Point d'inflexion p.76
Point moyen p. 224
Primitive (d'une fonction) p. 116

R

Recette
Somme d’argent encaissée.

Roberval (Gilles Personne de) (1602-1675)

Mathématicien et physicien francais, il
est I'inventeur de la balance qui porte
son nom. Dans son Traité de méca-
nique des poids soutenus par des puis-
sances sur des plans inclinés a I'horizon-
tale, il définit précisément le mot « force ».

S

Saint-Vincent (Grégoire) (1584-1667)

Mathématicien flamand, ses travaux
portent sur les calculs d'aires notam-
ment dans ses recherches concernant la
quadrature du cercle. Ses écrits, méme
si perfectibles, influencent grandement
Leibniz lors de l'invention du calcul infinitésimal.

Scalaire
Nombre réel dans le contexte de ce manuel.

Sécante p.72
Série statistique (a deux variables) p. 224
Suite

Une suite (u ) est une fonction u définie sur N ou sur
un ensemble {n € N, n = n_} avec n_ fixé, qui a tout
entier naturel n associe un réel u(n), noté u .

Suite arithmétique

Une suite (u ), avec n € N est arithmétique s'il existe
un réel r tel que pour toutn € Nonaitu  , =u +r.
r est appelé la raison de la suite arithmétique.

Suite arithmético-géométrique p. 24
Suite géomeétrique
Une suite (u ) avec n € N est géométrique s'il existe

un réel g tel que pour toutn € Nonaitu ,=qu,
g est appelé la raison de la suite géométrique.

T

Tchebychev (Pafnouti Lvovitch) (1821-1894)

Mathématicien russe, ses domaines
d'études sont la théorie des nombres,
les probabilités et les statistiques. Il
poursuit l'ceuvre de ses prédécesseurs
en démontrant de maniére rigoureuse
des théorémes limites. Il démontre notam-

ment l'inégalité énoncée par Bienaymé, devenant
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, laquelle est uti-
lisée afin de prouver la loi faible des grands nombres.

Torricelli [Evangelista) (1608-1647)
Mathématicien et physicien italien, il étu-
die la mécanique des fluides et énonce
le principe.

vV

Variable aléatoire a densité p.198

Variance (Loi a densité) p. 200
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Rappels de Seconde et de Premiére

4 )\
 Pour tout nombre entier n positif non nul, pour tout nombre relatifa: a"=axax...xa
A OROR
n facteurs
. 1 1
Et, siaest non nul : a'=—=————
a"” axax...xa
E o 200000
n facteurs
 Par convention, a’=1.
* On considere deux nombres entiers relatifs n et m et un nombre a.
n
«a"xam=ag"*tm «a"xb"=(axb)" .am =gn-m (a=0) *(@mp =amxr
a
g J
Racine carrée
4 )
e La racine carrée d'un nombre positif a est le nombre positif, noté Ja,dontle carréesta: Ja x+Ja=(a)> =a
* Un carré parfait est le carré d’'un nombre entier.
* Pour tout nombre a: Ja’=asia>0 et Ja’=-asia<O0
* Pour tous nombres positifsaet b: Jaxb= Ja xb
* Pour tous nombres positifs a et b (avec b = 0) : \/E = ﬁ
b b
g J
p Calcul algebrique N

Distributivite
* Pour tous nombresréelsa, b, c,detk,ona: k(a+b)=ka+kb et (a+b)c+d) =ac+ad+ bc+bd

Identités remarquables
Pour tous nombres réelsaet b, ona:

«(a+b)?=a’+2ab+ b? «(a-b)2=a>-2ab + b? «(a+b)a-b)=a>-b?

Equations
* Un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins I'un de ses facteurs est égal a 0.
* Un quotient est nul si et seulement si son numérateur est égal a 0 et son dénominateur est non nul.
* On considere I'équation x* = k avec k appartenanta R :

-si k <0, I'¢quation x? = k n'a aucune solution réelle.

+si k=0, I'équation x? = k a une seule solution réelle x=0.

«si k> 0, 'équation x? = k a deux solutions réelles x = \/E etx= —\/E.
* On considere I'¢quation \/; =k avec k appartenanta R :

-si k <0, I'¢quation \/; =k n’a aucune solution réelle.

+si k =0, I'équation \/; = k a une seule solution réelle x = k%

1
* On considére I'équation — =k avec k appartenanta R :
x

. . o . .
+si k=0, "¢quation — =k n’a aucune solution réelle.
x

. . S . . 1
-si k# 0, 'équation —=k a une seule solution réelle x = PR
\_ X




Ve

Proportions et évolutions

Proportions d’ensembles emboités

* On considére trois ensembles A, B et C emboités tels que C C B C A.

On note p la proportion de la population de B dans la population de A.

On note p’ la proportion de la population de C dans la population de B.

Alors la proportion de la population de C dans la population A est égaleap xp'.

>

Variations absolue et relative
* On suppose qu'une quantité passe d’'une valeur de départ V, a une valeur d’arrivée V.

- la variation absolue est: V, -V, V-V,

%

- la variation relative, ou taux d'évolution, est :

Evolutions successives

* Lorsque l'on a une évolution d’une valeur V, a une valeur V, suivie d'une autre évolution de la valeur V, a une
valeur V,, le taux d'évolution global associé a ces deux évolutions est le taux d'évolution entre V, et V.. Son
coefficient multiplicateur est appelé coefficient multiplicateur global et est égal a ¢ x ¢’ ou ¢ (respectivement ¢’)
est le coefficient multiplicateur de la premiére (respectivement de la seconde) évolution.

X Cglobal

Evolution réciproque

¢ Lorsque l'on a une évolution d'une valeur V, a une valeur V,, le taux
réciproque est le taux permettant de revenir de V, a V.. Son coefficient
multiplicateur est appelé coefficient multiplicateur réciproque et est égal a

Valeur
d’arrivée

Valeur
de départ

1 ou c est le coefficient multiplicateur de I'évolution de départ.
C

Statistiques descriptives

* On considere une série statistique de p valeurs distinctes x,, x,,
d'effectifs respectifsn,, n,, ..., n, donnée dans le tableau ci-contre.

Moyenne

X Valeur

Effectif n, 5
nXx, +nXx+..+n, Xx,

X

La moyenne de cette série est: m=

n+n,+..+n
P p
Moyenne pondérée

* On considére une série statistique constituée de p valeurs x,, x,, ..., X, affectées de p coefficients (ou poids) C,

Cy s €
o . G XX+ XX+ +C XX,
La moyenne pondérée de cette série est: m=

GGt tC,
J
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Probabilitées

( -
Equiprobabilité
* Une loi de probabilité est dite équirépartie lorsque chaque issue a la méme probabilité de se réaliser, qui est :
1 1
nombre total d’issues n
On est alors dans une situation d’équiprobabilité.
e La probabilité d'un évéenement A est égale a la somme des probabilités des issues qui réalisent cet événement.
Dans une situation d'équiprobabilité, ou il y a n issues, la probabilité d’'un événement A réalisé par k issues est :
nombre d'issues qui réalisent A k
p(A)= " =—
nombre total d'issues n
Probabilité de I'’événement contraire
* Soit A un événement.Ona: p(A) =1- p(A)
Relation entre union et intersection
¢ Soit A et B deux événements.On a: p(A U B) =p(A) + p(B) - p(A N B).
\
p Vecteurs

Définitions
« Le vecteur AB est défini par: A B
- sa direction (celle de la droite (AB), ’
+son sens (de A vers B), D
+sa norme (la longueur du segment AB). B
* ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati) si et seulement si : / ______ /
A= CD N c
» Deux vecteurs ¢ et v non nuls sont colinéaires s'il existe un réel non nul k tel que :
vV =k

» Deux droites (AB) et (MN) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et MN sont colinéaires.
* Trois points distincts A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

* Soient A et B deux points distincts d’une droite d alors tout vecteur U colinéaire au vecteur ABest appelé vecteur
directeur de la droite d.

Relation de Chasles B o
— B
e A, B, C trois points. AB c
A E+EZA_C.
Ona: AB+BC = AC




p Géometrie repérée

’
— X — X . . by
* On considere les vecteurs u[ j et v( ,] et les points A(x, ; y,) et B(x, ; y,) dans le plan muni d’un repere
orthonormé (O; i, j) J J

N

- Distance : AB= \/(xB = %32+ (g = 7

« Le milieu d’un segment [AB] Xpt X Iats
a pour coordonnées : '

e A
« Coordonnées du vecteur : AB
- Egalité de vecteurs: i=ve

- Somme de deux vecteurs : u+v

kx
- Multiplication par un réel k : kﬁ(ky]

+Norme d'un vecteur : 1Gl= [x2 + 72
- Déterminant de deux vecteurs : det(d, V)=xy" - x’y

* Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul. b
* Une équation cartésienne de la droite passant par le point A et de vecteur directeur G( ]est delaforme:
a
ax+by+c=0
* Toute droite non verticale a une équation réduite de laforme: y=mx+p
ou m s'appelle le coefficient directeur et p I'ordonnée a l'origine.

| 1
Le vecteur de coordonnées (

] est un vecteur directeur de cette droite.
m

¢ Le coefficient directeur ou pente d’une droite (AB) est :

NN

= six, #x
Ax  x,-x, AT B

7 S——

* Toute droite verticale a une équation réduite de la forme: x=k

* Deux droites d'équations réduites y = mx + p et y = m'x + p’ sont paralléles si et seulementsi m=m’ .
Si,de plus, p=p’ alors elles sont confondues.

* Deux droites d'équations cartésiennes ax+ by + c=0 et a'x + b’y + ¢’ = 0 sont paralléles si et seulement si

ab'-ba' =0

J
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’  Fonctions _

Fonction affine

* Une fonction affine est une fonction définie sur R par f(x) = ax + b (avec m et p réels) :
«sia >0, alors fest croissante sur R.
+sia <0, alors fest décroissante sur R.
-sia=0, alors fest constante sur R.

e La fonction affine f s'annule et change de signe une fois dans son ensemble de définition en x = -—.
a

a>0 a<0 a=0
J v Y
X x| X
1 T
b ‘ b
a a
a>0 a<o
J Y
o | o
X
0 0
b _b
X — o0 g + oo G — o0 a + o0
f(x) - 0 + f(x) + 0 -
f est négative puis positive. fest positive puis négative.
Fonctions de référence
Fonction carré Fonction inverse Fonction racine carrée Fonction cube
1
x> x2 X — X \/; x—x3
5%
La fonction carré est La fonction inverse est La fonction racine carrée | La fonction cube
décroissante sur R- et décroissante sur R*- et est croissante est croissante
croissante sur R+. décroissante sur R* +. sur R+. sur R.
x |—o 0 +oo x |- 0 4o X 0 +o0 x |- +o0

x—»xz\o/ x—»%\\ x > % 0/ xoxd|

\ Ay ] B y y |

A ’7\ 4 o)

4 L r4

\7_ / X 2 —
= 4 = -4 /0 2
X X
2 0] 2 3 0 . [5
I |




Second degreé

-
Fonction polynome de degré 2 flx)=ax*+ bx+c aveca, betcréels,a+ 0
Forme canonique fix) =alx-a)*+ B avec o et f réels.
b
Coordonnées du sommet S(o; B) e T et =flo).
Discriminant A=b?-4ac
Courbes représentatives
A<O0 A=0 A>0
xO
a>0
x | —oo +o0 x |77 Yo o x | —oo X, X, + 0
Fx) + f) + 0 + fl)  + o - o0
B — e
xO
a<o
X —0 400 X |[—o0 Xy + o0 X —0o X, X, +
Flx) - f) - 0 - () - 0 + 0
fn'admet pas fa une racine double : fadmet deux racines distinctes :
de,racme. =_£ _—b—\/K _—b+\/Z
Il n'y a donc pas 07 og =———— et x,=———
- 2a 2a
de factorisation.
Onaalors: Onaalors:
Factorisation flx) = alx - x,)? fix) = alx - x,) (e - x,)
De plus:
b c
X1+x2=—; et x1xx2=a
. J
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Pour tout . . . . e e
nEN,pEN (u)) est une suite arithmétique (u)) est une suite géométrique
’ ! de raison r deraison g etu, =0
reR,geR
Relation de P U —axu
récurrence 1 na =A%,
Termegénéral | u =u +nr=u +(n-Nr=u +(n-p)r u,=uyXq'=u xq"'=u xq"?
eSig>Tet:
.siu, positif : (u)) est strictement croissante.
. . . - siu, négatif : (u ) est strictement décroissante.
*Sir>0:(u) est strictement croissante. . "
Variation Sir<o ) : décroi e Sio<g<Tlet:
. .
I :(u) est strictement décroissante. « siu, positif: (u ) est strictement décroissante.
*Sir=0, (u,)est constante. + si u, négatif : (u ) est strictement croissante.
*Sig=0 ou g=1:(u)estconstante.
* Sig <0:(u) n'est pas monotone.
Sl 1+2+...+n=n(n+1) 1+q+q2+...+q"=1_qn+1
n=1,q#1 2 1-g

Dérivées des fonctions de référence

f est définie sur Fonction f
R c
R X
R x?
R X3
R,R*sin<0 xXnEeZ
1
R* *
[0 +2[ Jx
R e*

Opérations et dérivation
u et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I.

Deéerivation

Dérivée f’ fest dérivable sur
0 R
1 R
2x R
3x2 R
nx"! R, R*sin<0
1
- R*
1
2x 10; +oof
ev R

Fonctions u et v Dérivée
u+v u+v
uxv u'v+Vvu

Pour k constante réelle, k x u kxu’
_V,
Sipour tout xdel, v(x) #0: il )
v
u'v-vu
Sipour toutxdel, v(x) # 0: u T
v
Pour a et b réels : u(ax+ b) axu'(ax+ b)
e""*b ax eax+b

Equation réduite de la tangente a la courbe représentative de fen un point d’abscisse a ¥ =f(a)(x- a) + f(a)




Fonction exponentielle

-
o |
» La fonction exponentielle est définie et strictement croissante sur R. /
g
1 1/
«ef=1 el=¢e '\/E=e2 4 /
3 o=
° Pourtoutx € R,ona e">0 5
* Pourtousréelsaetbne Z: 0= 11
eX
b b - 1 _p_€° 1
ce?t=gixe slepdi=t— ced”f=— . (€)= e -4 -3 -2 -10 2
ed eb -1
.
- Produit scalaire
x x’
u ( ] et V[ ,] sont deux vecteurs non nuls dans un repére orthonormé
J Jy
Formule analytique u-v=xx"+y’
Formule géométrique U-v=||u]|x||V| x cos(u, V)
= = = = = =
Formule avec les normes i-v= E(HU P +11V|2 -]ld - V|P)
Projeté orthogonal
* Soit A, B et C trois points et H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) alors :
AB-AC = +AB x AH si les vecteurs AB et AH AB-AC=-ABX AH si les vecteurs AB et AH
sont de méme sens. sont de sens contraires.
C
*Sii=0ousiv =0 alors u-v=0
i et V sontorthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul, ce qui se traduit par :
xx"+yy’=0
Propriétés du produit scalaire
‘U-v=v-u
‘U-(V-w)=U-V+U-w
*U-(kv)=k(u-v)
“u-u=()?=|ulp
Na+v|P=|d|P +||V|P+2u-v
.
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- Trigonomeétrie

Fonctions sinus et cosinus Cercle trigonomeétrique

¢ Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R. Ce
sont des fonctions périodiques de période 2.

e sin(x + 2m) =sin(x) «cos(x + 27m) = cos(x)

n 45° u
* Pour tout nombre réel x )

-+ (cos())? + (sin())2=1 «~1<cos(x) <1 N
c—1<sinx) <1 6
Valeurs remarquables ; 0o ©0°

21\, cos
2

|

[N}

b b T T 3
- = = = 22 2
x 09 7 37 ® 5=
cosx 1 N3 ﬁ - 0 -1 0 1
2 2 2
sinx 0 = ﬁ £ 1 0 -1 0
2 2
Angles associés
«+ cos(—x) = cos(x) « sin(-x) = -sin(x)
* COS(T — x) = —cos(x) esin(m-x)=sinx . _/ N |/ i
+ COS(T + x) = —cos(x) « sin(m + x) = —sin(x)

. cos(g = x) = sin(x) . sin(g - x) = cos(x)

(Gra)=sne s3]
*cos| —+ x |=-sin(x) e sin| —+ x |= cos(x)
2 2

Fonctions sinus et cosinus
Elles sont définies sur R, ce sont des fonctions périodiques de période 2x, dites « 2r-périodiques ».

sin(x + 2m) = sin(x) et cos(x + 2m) = cos(x)

4

1

‘@ P G

cos, | sin
2 A
Z X
i I U9 /[ 3“4 :’

2 2 / 4

1

La fonction sinus est impaire

Sa courbe représentative est alors symétrique par rapport a l'origine du repére.

La fonction cosinus est paire

Sa courbe représentative est alors symétrique par rapport a I'axe des ordonnées du repére.




Propriéteés
e Pour tout réel x> 0:
. eln) — 5
«In(e’) =x
«In(1)=0
«In(e)=1 In(%] =In(e ) =-1

e La fonction In est strictement croissante sur ]O ; +[.

* Pourtousréelsa>0etb>0:

«In(a)=In(b) & a=>b
«In(@) <Inlb) a<b

e Pourtoutréelsa>0etb>0:
«In(ab) =In(a) + In (b)

Limites

o lim In(x) =400
X—>+0

o lim In(x)=-c0

x—0

x>0
. In(x)

o lim ——=

x—>+o X

Dérivabilité
e La fonction In est dérivable sur ]0 ; + o[ et, pour tout réel x > 0:

e Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
’

. . , u
La fonction In(u) est alors dérivable surlet (Inu) =—.
u

- J
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- Fonctions

Théoréme

Si une fonction f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b] alors pour tout réel k compris entre
fla) et f(b), I'¢quation f(x) = k admet une unique solution o dans l'intervalle [a ; b].

Limites

o1
«lim —=0
x—+0 X

. 1
. lim —=0
XDF+P /X

. 1
« lim —2=0
x—+0 X

X 1
«lim —=0
x—+0 X

< lim Jx = lim x2= lim x3 =+

Xx—>+® x—>+0 x—>+%©
« lim e*=0
X—>-%

o |lim e* =+

x—>+®

1 .1 .1
o lim—==lim—=lim — =+
x—0 \/.X' x—0X x—0 X

x>0

1
. Ilm —3: —00

x—=0X

x<0

Asymptote horizontale
* La droite dé¢quation y = € est asymptote horizontale a la courbe représentative de fen +x

lorsque lim f(x)=+¢
x>+

* La droite dé¢quation y = £ est asymptote horizontale a la courbe représentative de fen —
lorsque lim f(x)=¢.
x—>—0
Asymptote verticale
La droite d'équation x = x est asymptote verticale a la courbe représentative de f
lorsque lim f(x) =+ oulorsque lim f(x)=—-oc.
x—x, X=X,
Propriéeteés
e Si une fonction fest deux fois dérivable sur un intervalle | de R :
- fest convexe si et seulement si sa dérivée seconde f” est positive sur |.
- fest concave si et seulement si sa dérivée seconde f” est négative sur .

* Soit fest une fonction deux fois dérivable sur un intervalle | de R : si f” s'annule en changeant de signe en x,; € |
alors M(x;, ; flx;y)) est un point d'inflexion de la courbe représentative de f.

.




s

Probabilitées

N
Loi uniforme sur{1;2;...; n}
Si X est une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {1;2;...;n}alors:
1 1+n n? -1
cp(X=k)=— cE(X)=—— V(X)) =
p( ) p (X) 5 (X) —
Loi de Bernoulli
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p. On a alors :
<E(x)=p VX)) =p(1-p) <o(X)=/p(1-p)
Loi binomiale
Si X est une variable aléatoire suivant la loi binomiale %B(n ; p) alors, pour tout entier k compris dans [0;n],ona:
n
- p(X=k)= (k] xpkx(1-pnk  <EX)=np  VX)=np(1-p)  -o(X)=/np(1-p)
Propriété
Pour tout nombres entiers naturelsnetptelsque0<p<n:
. =] =i . =] . + =]
0 n p) \n-p pb- p p
Intervalle de fluctuation
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale, oo €10; 1[ et a et b réels.
Unintervalle [a; b] tel que p(a < X< b) = 1 - 0. est appelé intervalle de fluctuation au seuil de 1 - o
(ou au risque o) associé a X.
Loi géométrique
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de paramétre p et k un entier naturel non nul.On a alors :
1
-pX=k=(1-p,'xp cpx<k)=1-(1-p)k -plx> k) =(1-p)k -E(X)=;
Non vieillissement ou absence de mémoire de la loi géométrique
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N".
X suit une loi géométrique si et seulement si pour tous s et t des entiers naturels non nuls :
Py=X>s+1) =pX>1)
Loi a densité
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de densité fsur I.
La fonction de répartition de la variable X est la fonction F définie sur l'intervalle | par F(x) = p(X < x).
“E(X)= [f(x)dx V()= [(x - ECX)2Flx)dx
I I
J
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- Probabilitées a

Loi uniforme sur [a ; b]
Si la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a ; b] alors, pour tous réels ¢ et d compris entre a et b, on a :

plcs=X<d)= % et sa fonction de répartition est définie sur [a ; b] par

-a
x-a
F(x)=2"2
& b-a
a+b (b-a)?
: EX =222 L=
De plus (X) . (X) =

Loi exponentielle de paramétre A
Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A.
Alors pour tout nombres positifs a, cetd:

pX<a)=1-eM
pX=a)=eM
cplecsXsd=eM-egM

<E(X)=

>

Absence de mémoire
Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A > 0.
Pour tout nombres strictement positifs t et h,on a:

Py > t+h)=p(X>h)

: \

Théoréme
* Toute suite croissante et majorée est convergente.
* Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Théoréme des gendarmes

Sia partird’un certainrang N, u, <v, < w, etsi les suites (u,) et (w,) convergent vers un méme nombre ¢,
alors la suite (v,) converge aussi vers £.

Convergence des suites géométriques
«Sig>1alors lim g"=+o°.
n—+o%

«Si-1<g<1alors lim g"=0.
n—-+o0

- Si g < -1 alors la suite (g") n'a pas de limite.




Primitives de fonctions usuelles N

Fonction f

Intervalle

Primitive F

fix)=a

R

F(x) = ax + k avec k réel

flx) = x" avec n entier relatif sauf — 1

¢ R si n est un entier naturel
©]0;+%[ou]-o;0[sinestun
entier négatif non nul sauf - 1.

1
F(x)=——x"1 + kavec k réel
n+1

f(x)=i

Jx 10; +o0f F(x)=2/x + kavec k réel
flx) =e* R F(x) = e*+ k avec k réel
1
f(x)=; 10;+%[ou]-o;0[ F(x) = In (x) + k avec k réel
J
Equations differentielles N
Théoréme
Les équations différentielles de la forme y' = ay ol a est un réel non nul ont pour solutions
les fonctions de la forme fix) = Ke9 avec K réel .
Pour tous x;, et y, deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution telle que f(x,) = y,.
J
Calcul integral N
Propriete
Soit fune fonction continue et positive sur [a; b] et F une primitive de fsur [a; b]. Alors :
b
jf(x)dx = F(b) - F(a) que I'on note aussi [F(x)]z.
a
Valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
La valeur moyenne de fsur [a ; b] est le nombre p défini par :
1 b
=——|f(t)dt.
n=y—Jf®
a
J
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A =c
p=4Xc

Triangle rectangle

Cube

_____

V=oA xh=c

base

Pyramide

V= base

Formulaire de geomeétrie

A _xh

N

Aires et périmétres

Rectangle

L
A=Lx¢
p=2Xx(L+f)

Triangle quelconque

Paralléelogramme

d=bxh
p=2%x(L+4€)

Disque

dA=nxr
p=2Tr

Volumes

Paralléeléepipéde rectangle
ou paveé

h "ll- """"" o
I

V=oA__xh=Lx€xh

base

Cone de révolution

Prisme droit

N

h

V= __xh

 ““base

Trapéze

_(b+B)xh
2

Sphére

Nl

A =4An X r?

Cylindre

V=oA__xh=nwxr’xh

base

Sphére

Nl

_4xmxr?



Logique et raisonnement

@eTetoUen mathéematiques
€t

En mathématiques, lorsque I'on dit qu’une proposition 1 ET une proposition 2 sont vérifiées, cela veut dire
qu'elles sont vérifiées a la fois.

Ce "ET" mathématique est tres lié au symbole N.

® Exemple
(D) On cherche le nombre n tel que n soit un entier pair ET appar- wrort pandom
tienne é I’interva"e [3,5 ; 5,9]. * -= random.randint (1,10)
Il Sagit de trouver un nombre n (s'ils existe(nt)) qui vérifie les deux if x > 3 and x <= 7.3:
e N . T . . . . . print("Dans l'intervalle '")
conditions a la fois c'est-a-dire qui est un entier pair ET qui appartient else:
a [3,5 ; 5,9] print ("Pas dans 1l'intervalle...")

Le seul nombre vérifiant ces deux conditions est 4 donc n = 4.
(2) On considére le programme PYTHON p :

Le programme affiche "Dans 1’ intervalle!" sile nombre x Vérifie a lafois x > 3 et x < 7,3 clest-a-dire
si3<x<17,3.

oerniion o8

En mathématiques, lorsque l'on dit qu’une proposition 1 OU une proposition 2 est vérifiée, cela veut dire
qu’au moins I'une des deux est vérifiée.

Ce "OU" mathématique est tres lié au symbole U.

¢ Exemple

On lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1a 6.

Quelles sont les issues qui sont paires OU strictement supérieures a 2 ?
Les nombres entiers entre 1 et 6 qui vérifient la proposition :

e «étre pair»sont2;4;6;

e « étre strictement supérieura2»sont3;4;5 ;6.

Les issues qui sont paires OU strictement supérieures a 2 sontdonc 2;3;4; 5 ; 6 qui sont tous les entiers entre 1 et 6
qui vérifient au moins I'une des deux conditions (éventuellement les deux pour 4 et 6).

© Remarques

¢ Dans le langage courant, le OU est exclusif. Par exemple, quand sur un menu au restaurant il est écrit « fromage ou
dessert » cela veut dire que l'on peut prendre soit du fromage, soit un dessert, mais pas les deux.

¢ Dans le langage mathématique, le OU est inclusif. Dans l'exemple précédent du dé a 6 faces, les nombres 4 et 6
vérifient les deux conditions a la fois cela veut dire que si on les obtient, le résultat est bien pair OU strictement
supérieur a 2.

¢ Exemple
L'algorithme suivant illustre I'exemple précédent du dé a 6 faces.

x < Entier aléatoireentrelet6
Si x est pair ou x>2

Afficher "Pair ou strictement supérieura2”
Finsi

Il affiche « Pair ou strictement supérieur a 2 » sil'entier aléatoire x a pour valeur2;3;4;50u6.
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© Implication, contraposée,
réciproque et équivalence
Implication

Une implication est une proposition de la forme : S| énoncé 1 ALORS énoncé 2

Symboliquement, cela se note : énoncé 1 = énoncé 2

Cela veut dire que si I'’énoncé 1 est vérifié alors I'énoncé 2 I'est forcément (ou nécessairement) également.
On dit que I'’énoncé 1 est une condition suffisante et que I'’énoncé 2 est une condition nécessaire.

Exemples
(@) La proposition suivante est VRAIE : Sl la prise est débranchée ALORS la lampe est éteinte.

On peut la traduire par : la prise est débranchée = la lampe est éteinte (se lit également « la prise est débranchée
entraine la lampe est éteinte »).

(2)En revanche, la proposition suivante est FAUSSE : Sl la lampe est éteinte ALORS la prise est débranchée.
En effet, si la lampe est éteinte, la prise peut étre branchée mais l'interrupteur sur OFF.

Contraposée

Si une implication énoncé 1 = énoncé 2 est vraie alors sa contraposée :
contraire de I'énoncé 2 = contraire de I'’énoncé 1 est également vraie.

Exemple
La proposition suivante est vraie : Sl je viens de manger ALORS je n‘ai pas faim.

Sa contraposée : Sl j'ai faim (le contraire de « je n‘ai pas faim ») ALORS je ne viens pas de manger (le contraire de « je
viens de manger ») est également vraie.

Réciproque

Si I'on considére une implication énoncé 1 = énoncé 2, on dit que:
énoncé 2 = énoncé 1 est sa réciproque.
Cette réciproque peut étre vraie ou non.

Exemple

La proposition suivante est VRAIE : Sl.x=3 ALORS x2=9.

En revanche, sa réciproque : SI x2=9 ALORS x = 3 est FAUSSE.
En effet, si x2=9, x peut étre égal a3 oua-3.

Equivalence

Si une implication énoncé 1 = énoncé 2 et sa réciproque énoncé 2 = énoncé 1 sont vraies,
on dit que les énoncés 1 et 2 sont équivalents.
A l'aide d’'un symbole mathématique, cela se note :

énoncé 1 < énoncé 2.

Soit 3 points A, B et M. M est le milieu de [AB] < AM = MB car ' implication « Si M est le milieu de [AB] alors AM = MB

I Exemple
.» et saréciproque « Si AM = MB alors M est le milieu de [AB] » sont vraies.

© Remarque On pourra également écrire « M est le milieu de [AB] si et seulement si AM = MB. »
A M B

L
>




€ Inégalités et inéquations
Inégalité

a, b, c et k sont des nombres réels.

¢ Ajouter ou soustraire un méme nombre aux deux membres d'une inégalité conserve l'ordre de I'inégalité :
sia<balorsa+c<b+ceta-c<b-c

e Multiplier ou diviser par un méme nombre strictement positif conserve l'ordre de I'inégalité :

sik>0eta<balorska<kbet%<%

e Multiplier ou diviser par un nombre strictement négatif change l'ordre de I'inégalité :

sik<0eta<balorska>kbet%>%

Inéquation

Une inéquation est une inégalité dans laquelle une inconnue (ou des inconnues) est présente.

C Remarques

® Résoudre une inéquation revient a déterminer I'ensemble de toutes les valeurs de l'inconnue qui vérifient I'inégalité.
¢ Sion applique une des regles de manipulation des inégalités aux deux membres d’une inéquation, on obtient une
inéquation qui lui est équivalente c’est-a-dire qui a le méme ensemble des solutions.

¢ Exemple
Résolvons l'inéquation —2x—8 < 4.
-2x-8<4
=3 -2x <12
S x > -6 (on divise par —2 qui est négatif).

Les trois égalités —2x - 8 < 4; -2x < 12 et x > -6 sont équivalentes puisqu'elles sont obtenues successivement en
ajoutant 8 aux deux membres de l'inégalité puis en les divisant par -2 et en changeant le sens de l'inégalité.
Cela veut dire que x est solution de —2x - 8 < 4 si et seulement si x est solution de x > -6 (que I'on peut voir comme

une inéquation d'ensemble des solutions immédiat), autrement dit que I'ensemble des solutions de —2x— 8 < 4 est
1-6; +[.

(4 Quantificateurs universels
Il existe

Quand on veut démontrer, par exemple, qu'il existe un réel x (ou un entier n etc.) qui vérifie une certaine
propriété, il s'agit simplement de trouver un exemple pour lequel la propriété est vérifiée.

Exemple
Montrons qu'il existe un réel pour lequel 2x> -2 =0.

On constate que, pour x=1,0na2x’-2=2x12-2=2x1-2=2-2=0donc il existe bien un réel pour lequel
2x%2-2=0, enl'occurrence 1.

C Remarques

¢ Sion ne voit pas x = 1 directement, on peut aussi résoudre I'équation 2x? - 2 = 0 avec les méthodes classiques pour le
retrouver:2x?-2=0=2x’=2ox’=1ox=1oux=-1.

® Notons que la résolution de 2x?2 - 2 = 0 fait plus que montrer qu'il existe une valeur de x pour laquelle 2x2-2=0,
elle prouve que 1 et -1 sont les deux seules valeurs.
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Pour tout / Quel que soit

Quand on veut démontrer, par exemple, qu’une propriété est vraie « pour tout réel x » ou « quel que soit le
réel x », il faut montrer qu'elle est vraie en tout généralité et non pas uniquement sur quelques exemples.

¢ Exemple

Montrons que la différence des carrés de deux entiers consécutifs est impaire.

On peut commencer, au brouillon, par se convaincre que c'est vrai en calculant 12-0°=1-0=1,22-1?=4-1=3;
32-22=9-4=5;122-112=144-121=23; etc.

Ceci dit, nous n‘avons rien démontré pour l'instant, puisqu’il faut montrer que cette propriété est vraie pour tous les
entiers (c'est implicite dans 'énoncé).

Soit donc n un entier (en toute généralité) et n + 1 celui qui le suit, il s'agit de montrer que (n + 1)? — n? estimpair.
On calculedonc (n+ 1)2-n*=n*+2n+1-n*=2n+ 1 qui est impair quel que soit n (puisque 2n est un multiple de
2, donc pair, 2n + 1 est impair).

On vient de montrer que (n + 1)2 - n? est impair pour tout entier n (ou quel que soit I'entier n) donc la différence des
carrés de deux entiers consécutifs est bien impair.

(5 Type de raisonnement

Utilisation de la contraposée

Lorsque l'on connait une propriété, on peut utiliser sa contraposée (qui est également vraie) dans
une démonstration.

Exemple

On sait que la propriété suivante est vraie : « Si n est un entier impair alors n? est impair. »
La contraposée de cette propriété est :

«Si n? n'est pas impair alors n n'est pas impair. »

Ce qui est équivalent a : « Si n? est pair alors n est pair ».

On a démontré cette nouvelle propriété par contraposée.

Raisonnement par 'absurde

L'utilisation de la contraposée est assez proche d’un autre type de raisonnement, le raisonnement par I'absurde.
Un raisonnement par I'absurde consiste a supposer vrai le contraire de ce que I'on veut montrer, puis a mener
un calcul ou un raisonnement mettant en lumiére une contradiction (quelque chose de faux).

On dira alors que notre supposition de départ n’est pas correcte, donc que la propriété voulue est vraie.

® Exemple

On veut démontrer que \/5 n'est pas un nombre rationnel (ne peut sécrire sous forme d’une fraction).

On suppose que /2 est un rationnel.

Si«/2 est un rationnel, alors il sécrit sous la forme d’une fraction irréductible Pou p et g sont des entiers relatifs non

nuls. , q

V2= Sdonc, enélevantau carréona2 = %d’ou p?=2q>

On en déduit que p? est pair.

De plus on sait que p est pair si et seulement si p? est pair.

On en déduit alors que p est pair, donc il existe p’ tel que p=2p’.

Onaalorsg? = P = @p’)’ = 4p”
2 2 2

On a montré que g et p sont pairs, ce qui est contradictoire avec notre hypothése de départ car dans ce cas-la, on

peut simplifier la fraction P par 2, elle n'est donc pas irréductible comme annoncé.

= 2p’?, ce qui signifie que g? est pair, ce qui est équivalent a g pair.

Notre hypothése de départ est donc fausse, autrement dit, /2 nest pas rationnel.




Contre-exemple

Pour infirmer une proposition (c’est-a-dire montrer qu'elle est fausse), il suffit d’'en donner un contre-exemple.

Exemple

Considérons la proposition suivante : Tous les nombres entiers impairs supérieurs a 2 sont premiers.

Pour montrer que cette proposition est fausse, il suffit de trouver un nombre entier impair supérieur a 2 qui ne soit
pas premier.

Clest le cas de 9, qui est divisible par 3.

La proposition est donc fausse.

© Remarque On dit que I'on a nié la proposition « tous les nombres entiers impairs supérieurs a 2 sont premiers ».

Raisonnement par disjonction des cas

Lorsque qu'on démontre une propriété, il peut arriver que lI'on doive traiter différents cas.
S'il en est ainsi, on peut procéder par disjonction des cas en faisant attention a bien traiter tous les cas possibles.

¢ Exemple

Annie a souscrit un forfait téléphonique qui sajuste automatiquement a son nombre d’heures :

¢ si elle téléphone moins de 3 heures, elle sera facturée 6 euros au total quel que soit le nombre d’heures,
o si elle téléphone entre 3 heures et 5 heures, elle sera facturée 2 euros I'heure de communication,

¢ si elle téléphone plus de 5 heures, elle sera facturée 10 euros au total, quel que soit le nombre d’heures.

On souhaite montrer qu’Annie ne pourra pas avoir plus de 10 euros a payer.

Pour cela, on appelle x son nombre d’heures de communication et on va traiter les trois cas suivants :
e si x < 3 alors elle paie 6 euros.

esi3 <x=<5alors6 < 2x =< 10 (or 2x est le montant de sa facture qui est donc inférieur ou égal a 10).
e six > 5 alors elle paie 10 euros.

On voit que dans les 3 cas possibles, le montant de la facture est inférieur ou égal a 10 donc on peut affirmer
qu’Annie ne pourra pas avoir plus de 10 euros a payer.
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© Notations
Intervalle

Lensemble des nombres réels compris entre a (inclus) et b (inclus) est appelé intervalle et se note [a ; b]

Ensemble des réels x tels que Signification Notation | Représentation
as<x<b x est compris entre ainclus et binclus | x e [a; b] —ﬁ_’
a<x<b x est compris entre aexcluet binclus | xe la; b] —;!Hb_»
asx<b x est compris entre aincluset bexclu | xe [a; bl —GHE_’
a<x<b x est compris entre aexcluet bexclu | xe la; bl _g_l[’_’

x=a(oua<x) x est supérieur ou égal a a x e [a;+] —GH'
x>a(oua<x) x est (strictement) supérieur a a xe la;+%[ _]a_'
x<boub=x x est inférieur ou égal a b x€ - b] Hb—>
x<boub>x) xest (strictement) inférieura b |xe ]— oo bl _E—»

© Remarques

¢ —mw et 4+ se disent respectivement « moins l'infini » et « plus I'infini ». Le crochet est toujours vers I'extérieur en +oo et —.
¢ Lensemble des nombres réels R est ]- ; +[. Lensemble des nombres réels positifs sécrit R+ ou [0 ; +o0[

et 'ensemble des nombres réels négatifs sécrit R— ou ]-o; 0].

bRl Ensemble de nombres

eN={0;1;2;3;4;...} : ensemble des entiers naturels, ensemble des nombres qui peuvent s'écrire sous
forme d’un entier positif.

¢ N* est I'ensemble des entiers naturels non nuls (privé de 0).

o7={...;-3;-2;-1;0;1;2;3;...}: ensemble des entiers relatifs, ensemble des nombres qui peuvent
s'écrire sous forme d’un entier positif ou négatif.

o 7* est I'ensemble des entiers relatifs non nuls (privé de 0).

- . . . a
¢ D est I'ensemble des nombres décimaux, ensemble des quotients qui peuvent s'écrire sous la forme —
avec a un entier relatif et n un entier positif. 10"

* @ est I'ensemble des nombres rationnels, ensemble des nombres qui peuvent s’écrire sous la forme d'un
..a . . . .
quotient 5 avec a un entier relatif, b un entier relatif non nul.

¢ R est I'ensemble des nombres réels.
* R* est 'ensemble des nombres réels non nuls (privé de 0).
NCZeDeq.

Ensembles discrets

Lorsqu’un ensemble de nombres est constitué de valeurs isolées (on dit alors que c’est un ensemble discret),
on le note en écrivant tous ses éléments entre accolades, séparés par un point-virgule.

Exemple
L'ensemble des nombres impairs compris entreOet 12 est{1;3;5;7;9;11}.




 Notations Il ne faut pas confondre les accolades, les crochets et les parenthéses :

¢ {2, 5} désigne I'ensemble constitué des deux éléments 2 et 5.
¢ [2; 5] désigne l'intervalle constitué de tous les nombres réels compris entre 2 et 5 (inclus dans ce cas).

® (2;5) désigne un couple dont la premiére coordonnée est 2 et la deuxieme est 5.

Appartenance et inclusion

e Le symbole € (resp. &) désigne le fait qu’'un élément appartienne (resp. n‘appartienne pas) a un ensemble.
e Le symbole C (resp. &) désigne le fait qu'un ensemble soit inclus (resp. non inclus) dans un autre ensemble.

® Exemples
e5c{2;3;5;7;22}car5 est bien un élément de l'ensemble {2 ;3;5;7;22}.

© 2,3 &15;7 [carle nombre 2,3 n'est pas strictement compris entre 5 et 7.

®[4;5]C[0;12] car'ensemble [4 ; 5] est inclus dans I'ensemble [0 ; 12], c'est-a-dire que tous les nombres de [4 ; 5]

sont également dans [0 ; 12].
{1;2;3Y¢{2;3;5;7;22}car{1;2;3}nest pasinclusdans{2;3;5;7; 22} c'est-a-dire qu'au moins un élément de

{1;2;3},enloccurrence 1, n'est pasdans{2;3;5;7;22}.

Intersection et réunion

Soit A et B deux ensembles.
e A N B est 'ensemble des éléments appartenant a A ET a B, c’est-a-dire aux deux ensembles a la fois.

e A U B estl'ensemble des éléments appartenant a A OU a B, c’est-a-dire a au moins I'un des deux ensembles.

& 2

— J
Vo
AUB
¢ Exemples
*[4;71N[1;6[=[4; 6] En effet, les nombres réels appartenant a la fois aux deux intervalles [4 ; 7] et [1 ; 6[ sont
C I I~
les réels de l'intervalle [4 ; 6] + L I I__L—.I1 >

1 4 6 7
*{1;3;5;8;91U{2;3;9;11}={1;2;3;5;8;9; 11} car ce sont tous les nombres qui appartiennent
aau moins I'un des deux ensembles (attention : on n‘écrit qu’une seule fois les éléments qui appartiennent

aux deux ensembles a la fois, ici 3 et 9).

Complémentaire

Soit A un ensemble (inclus dans un ensemble B).
Le complémentaire de A (dans B), noté A ou B\A est 'ensemble des valeurs (de B) qui n'appartiennent pas a A.

Exemple
DansR,ona[5;6[ =1-%; 5[U[6 ; +cc[ c'esta dire tous les réels sauf ceux qui appartiennent a [5 ; 6[.

(© Remarque La notation du complémentaire est la méme que celle de I'événement contraire en probabilités.
Cela est normal puisque dans ce contexte, A I'évenement contraire de A, est le complémentaire de A dans I'univers Q.

(+) &
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Corriges

Suites
et modéles discrets

A vous de jouer !

On note u,, la distance parcourue par Nawal
n jours aprés le premier jour d’entrainement.
uy=1et, pourtoutn € N,

10
U, =Uu, X(Hﬁ):hwn

[5]a) lim n2=+o, lim n=+wet
n—+o0 n—+0

lim -5=-5.
n—+o

Donc lim u, =+ (par somme)
n—+%

b) lim n2 =+, lim «/n=+»et lim 2=2.
n—+% n—+% n—+®

Donc lim v, =+ (par produit et somme)
n—+o

c) lim n=+cx, lim 2=2et lim -5=-5.
n—+o n—+ow n—+o

Donc lim 2n -5 =+ (par produit et somme)
n—+o

Donc lim ! s =0 (par quotient).

n—+% 2N —

Donc lim w, = 0 (par produit).
n—+o

[7]a) lim —n3 =—wet lim 2n2 = +o0.

n—+® n—+o
Donc on a une forme indéterminée du type
«—00 400y,

Pour toutn € N, u,=n?(-n+2)

Or lim n2=+o%, lim -n+2=-ox,
n—+o n—+o

Donc lim u, = -c° (par produit).
n—+w

b) lim n?2 =+xet lim 3n=+xet lim 1=1.

n—+® n—+o n—+w
Donc on a une forme indéterminée du type
« 400 —00y,

3 1
Pour toutn € N*,v = n2(1 __+_2J
n n

. .3 . 1
Or lim n2=+o%, lim ==0et lim —=0.
n—+w n—+= N n—+= N

n—+o% n

Donc lim (1—i+l2):1.
n

Donc nllrnxvn =+ (par produit).

E'a) Pourtoutn €N, -1<(-1)"<1.
Doncn?-5=<u, <n?+5.Doncu, =n?-5.

b) Donc lim n2 - 5=+,
n—+o

D’aprés le théoreme de comparaison,

lim u, =+o.
n—+w

Pourtoutn € N*, -1 <sin(n) < 1.

1 1
Donc-5-—<u,<-5+—.
n n

Or lim l=0.

n—+%n

1 1
Donc lim -5-—= lim -5+ —=-5.
n—+ow n  no+x n

D’apres le théoréeme des gendarmes,

lim u, =-5.
n—+

a)0<0,6<1.Donc lim u, =0.

n—+w
b) (u,) est une suite géométrique de raison 3> 1

et de premier terme u, =-4.

Donc lim u, =-c°.
n—+o

@x: 2xX+5&-x=5
&x=-5

Soit (v,) la suite définie parv, =u, - (-5)=u, +5.
Pourtoutn €N, v, ,=u, ,+5

=2u, +5+5

=2(u, +5)

=2v,
Donc (v,) est une suite géométrique de raison 2
et de premier terme Vo=Up+5=3.
Donc pour toutn € N, v, =3 x2".
Orv,=u,+5,doncu,=v,-5.
Doncu,=3x2"-5.

[17]1.x=3x+8e-2x=8
ox=-4

Soit (v,) la suite définie par :
v,=u,- (-4 =u,+4
PourtoutneN,v, ,=u, . ,+4

=3u,+8+4

=3u,+12

=3(u,+4)

=3v,
Donc (v,) est une suite géométrique de raison 3
et de premier terme vy =u, +4=2.
Donc pour toutn € N, v, =2x3".
Orv,=u, +4,doncu,=v, -4
Doncu,=2x3"-4.

2. Pourtoutn € N,
—u,=2x3"1-4-(2x3"-4)

SARTH =253

=2x3"%x(3-1)

=2x3"x2

=4x3"
Doncu,,,-u,>0.Donc la suite (u),) est stric-
tement croissante.

Uni

1.PourtoutnEN,un+vn:5000.

2. Chaque année, 60 % des abonnés se réins-
crivent, et 10 % des personnes non abonnées
s'abonnent.

Donc pour toutn € N, u,,,
3. Donc pour toutn € N,
Uy =0,6u, +0,1(5000 - u,).
U, =06u,+500-0,1u,

=06u,+0,1v,.

=0,5u, +500
4.x=0,5x+500 < 0,5x =500
< x=1000
Soit (w,,) la suite définie par w, =u, - 1 000.
PourtoutneN,w, ., =u_,,-1000
=0,5u, +500 - 1000
=0,5u, - 500
=0,5 (u, - 1000)
=0,5w,

Donc (w,) est une suite géométrique de raison
0,5 et de premier terme w, = u, - 1000 = -400.
Donc pour toutn € N, w, =-400x0,5".
Orw, =u, - 1000, doncu, =w, +1000.

Doncu, =-400x0,5" + 1 000.

Exercices (@GIEITAUSI4EL]

@1.400+2X10=420.

Elle paiera 420 €.

2.a)u,=400+2n

b) u, =434 <400 +2n =434
&n=17

Elle a acheté 17 billets de train.

(35)1. et2.
Y YEX
— 1
[ —
J x
Tuzuyu U,

3. On conjecture que la suite (u,) est décrois-
sante et a pour limite 2.



a) lim u, =+

n—+0

b) lim v, =-o
n—+%

c) lim w, =0
n—+%

d) lim a, =+
n—+w

1.Pourtoutn eN,3n+1=n+2n+1.
Donc3n+1>n.

Donc \/ﬁ > \/; car la fonction racine carrée
est strictement croissante sur [0 ; +o°[.
Doncu, > \/H .

2. lim
n—+o

Donc d’aprés le théoreme de comparaison,

lim u, =+
n—+o

n=+oo,

a)4> Tet2>0,donc lim u, =+.

n—+o

b)4>1et-3<0,donc lim v, =-c.
n—+o

1
¢) (w,) est une suite géométrique de raison 5

Or0 <l<1. Donc lim w, =0.
3 n—+o

1.uo=2

U =4xuy-9=-1

u,=4xu;-9=-13
2.uj-uy=-3etu,-u; =-12.

Uy —Ug# Uy = Uy

Donc la suite (u,) n'est pas arithmétique.

u 1 .u
—L=——et-2=13
Uy 2w

u, u

4.9

Up 4

Donc la suite (u,) n'est pas géométrique.

3.a)Pourtoutn €N,v, ,=u, ;-3
=4u,-9-3
=4u,-12
=4u,-3)
=4v,
Donc (v,)) est une suite géométrique de raison 4
et de premier terme Vo=Ug-3=-1.
b) Donc pour toutn € N, v, =-1x4"
¢)Orv, =u,-3,doncu,=v, +3.
Doncu,=-1x4"+3=3-4"

d)u,,=-1048573

eIl d entrainement

a) lim u, =+
n—+
. 3 1 4
b) Pourtoutn € N*,v_=n3[1-—-— |
n n n?

Donc lim v, =+,
n—+%

n
o)Pourtoutn EN¥*,w = ————=—

Donc lim w, =+,
n—+w

1
d) Pour tout entiern >2,onan3 - =G
nc -4

lim n3 - =+o0,

n—+o nc -4

Donc d’aprés le théoréme de comparaison,
lim a, =+,

n—+o

1.15000><(1—%]+1000=14500.

Il'y aura 14 500 habitants en 2021.

2.0n note u,, le nombre d’habitants en 2020 + n.
En 2020, il y a 15 000 habitants, donc u, =15 000.
Chaque année, le maire prévoit que 10 % des

habitants quitteront la ville, et 1 000 nouveaux
habitants s'installeront.

Donc pour toutn € N,

Uy =ty %[ 1=~ | +1000 = 0,94, +1000.
100

n+

3.x=09x+ 1000 < 0,1x= 1000
< x=10000
Soit (v,) la suite définie par v, = u, - 10 000.
Pourtoutn €N, v, ,=u,. ,-10000
=0,9u,+1000-10000
=0,9u, -9 000
=0,9(u, - 10 000)
=09v,
Donc (v,) est une suite géométrique de raison
0,9 et de premier terme v, = u, ~ 10 000 = 5 000.
Donc pour toutn € N, v, =5000x0,9".
Orv,=u,-10000, doncu,=v,+10000.
Doncu, =5000x0,9"+ 10 000.

4.0<0,9<1,donc lim 0,9" =0.

n—+

Donc lim v, =10 000.

n—+%
Le nombre d’habitants de la ville tend vers
10 000.

1.a1=ao>< 1—i +b0><i=0,326.
100 100

En 2018, la société A va entretenir 32,6 % des
ascenseurs.

2.Chaque année:

© 3 % des ascenseurs entretenus par la société A
seront entretenus par la société B ;

* 5% des ascenseurs entretenus par la société
B seront entretenus par la société A ;

* les autres ascenseurs ne changeront pas de
société.

Donc pour toutn € N,

Apn = [1 - %]an + %bn
a,.,=097a,+0,05b,
Ora,+b,=1.

Donca,, ,=097a,+0,05(1-a,).
Donca, ,=092a,+0,05.

3.x=0,92x+ 0,05 < 0,08x= 0,05
< x=0,625

Soit (v,) la suite définie par v,=a,-0,625.
Pourtoutn €N, v, ,=a,. ,-0625

=0,92a, +0,05-0,625

=0,92a,-0,575

0,575

0,92 ]
=0,92(a, - 0,625)
=0,5v,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison
0,92 et de premier terme Vo=0dy— 0,625=-0,325.

Donc pour toutn € N, v, =-0,325x0,92".
Orv,=a,-0,625 donca,=v,+0,625.
Donca, =-0,325x%0,92" + 0,625.
4.0<0,92<1,donc lim 0,92" =0.

n—+o

Donc lim a, =0,625.

n—+o

= 0,92(0,7 -

La proportion d’ascenseurs entretenus pas la
société A va tendre vers 62,5 %.

A &) Exf o]
ER[ A )@
0@ el o]
2@ Q)
1.et2.

-
®

7lUgly | Uy us

3. Lasuite (u)) semble croissante et avoir pour
limite + oo,

4.

La suite (u,,) semble décroissante et avoir pour
limite —oe.

Corrigés




. . 3
1. lim u, =+ 2. lim v, ==
n—+% n—+o 2
3. lim w, =+c0 4. lim a_=3
n—+w n—+w%
5. lim b, =0 6. lim ¢, =-»
n—+w n—+w

1 1
1.a)u1=—><20=5etu2=—><5:1,25.
4 4

b) Pour toutn € N*, u u

n+1 4 n

Donc (u,) est une suite géométrique
1

de raison —.
4

Donc pour tout n € N*,

1 n-1 1 n-1
u":u1><(zj =5X(Zj .
c)0<l<1.Donc lim u, =0.

4 n—+o0

2.a)l,=u;=5
Ly=u;+u,=625
b) Pour toutn € N,
Ly=u;+u,+...+u,

] 1 n-1
SU U X —+ U X | —
4 4

1 1 n-1
=u; X 1+ZX'“+ )

n—+%

1 (1Y
c)Or0<Z<1.Donc lim|—| =0.

Donc lim Ln=E‘
n—+% 3

1.1500>< 1+i = 1560.
100

Donc le salaire de Thomas en 2021 est 1 560 €.

2.Pourtoutn €N, u, ;= (1 + %)un =1,04u,,

Donc (u,) est une suite géométrique de raison
1,04.

Donc pour toutn € N, u, =1 500 x 1,04".
3.5=uptupt+... tuy
=Ug+UyX 1,08+ ... +uyx 1,04
=uyX(1+1,04+...+ 1,049
1-(1,04)1°
SUg X ————
1-1,04
1-(1,04)0
-0,04
=-37500% (1 -(1,04)'0)
~18009,16

Thomas aura gagné environ 18 009,16 €.

=1500 x

(98] 1.4, =5 750 etu, =6 3125
Chaque mois, elle dépense le quart de ce qu'elle

a sur son compte. De plus, elle dépose 2 000 €
le dernier jour de chaque mois.

Dong, pour toutn € N,

2
Upyy = Uy X [1 - %j +2000=0,75u,, +2 000.

2.a) [y-s000

for i in range(1,13):
u=0.75*%u+2000
print (u)

b) Elle a 7 904,97 € sur son compte le 1" janvier
2021.

3.x=0,75x+2 000 < x =8 000

Soit (v,) la suite définie parv, = u, - 8 000

Pourtoutn €N, v, ,=u,,,-8000
=0,75u,, +2 000 -8 000
=0,75(u,, - 8 000)
=0,75v,

Donc (v,) est une suite géométrique de
raison 0,75, de premier terme

Vo= Uy - 8000 =-3000.

Pour toutn € N, v, =-3000x 0,75".
v, =u,-8000, donc u, =v, +8000.
Doncu, =8000 -3 000 x0,75".

4. Pour toutn € N,

Upyq ~U,=8000~3 000 0,75™" - (8 000~ 3 000
X 0,751

=3000x%0,75"(-0,75 + 1)
=750x0,75"
Doncu, ,-u,>0.
Donc la suite (u,) est strictement croissante.
0<0,75<1,donc lim 0,75" =0
n—+%

Donc lim u, =8 000.

n—+o
La somme sur le compte augmentera et tendra
vers 8 000 €.

1.u0:20etv0:2980.

2. Le nombre d’habitants dans le village est
constant.

Donc pour toutn € N, u, +v, =3 000.
3.Chaque année:
* 25 % des bénévoles quittent I'association ;

*5 % habitants qui nétaient pas bénévoles
I'année précédente deviennent bénévoles.

Donc pour toutn € N,

u :(1—£)u +iv .

Lo 100) " 100 "
U,,1=0,75u,+0,05v,.
4.0naup,,,=0,75u,+0,05(3 000 -u,).

Doncu,,,=0,7u, +150.

5.x=0,7x+ 150 & 0,3x= 150
< x=500.
Soit (w,) la suite définie par w,, = u, - 500.
PourtoutneN,w, ., =u, , -500
=0,7u, + 150 - 500
=0,7u,-35
= 0,7(un = %j
=0,7(u, - 500)
=0,7w,
Donc (w,) est une suite géométrique de raison
0,7 et de premier terme w,, = u, - 500 = -480.
Donc pour toutn € N, w, =-480x0,7".
Orw, =u, - 500, doncu, =w, + 500.
Doncu, =-480x0,7" + 500.
6.0<0,7<1,donc lim 0,7"=0.

n—+o

Donc lim u, =500.
n—+w

Le nombre de bénévoles de I'association dans
le village tendra vers 500.

Limites et continuité

(14,

w

K

-2 -1 |0 i 2

On peut conjecturer que :
lim f(x)= lim f(x)=0,5.

x—+® xX—=%

2. On peut proposer un algorithme calculant
I'entier a partir duquel la distance entre la
courbe et la droite d'¢quation y = 0,5 est plus
petite par exemple dea= 1073,

from math import*
def f£(x):

return (2%x**2+43)/ (4*x**2+1)
def dist(a):

x=1

while abs(f(x)-0.5)>=a:

x+=1
return x




LN

b) La courbe ¢, coupe une seule fois I'axe des
abscisses.

@Ona lim f(x)=+% et lim f(x)=-oo.
x—2" x—2*

i y
3 /I 1.0n a, en factorisant par x3,
2 lim f(x)=+% et lim f(x)=-o0.
1 xX—>+%0 xX—>—
_— X , 2. En faisant la somme de deux fonctions,
100 2 L it] X lim f(x)=- et lim f(x)=+o.
1 - oo —»
N _— (@] i x> . x—) .
2 3. En faisant le quotient de deux fonctions,
3 lim f(x)=0 et lim f(x)=0.
2 / 1. xX—>+%0 X—>=%
l o J 4. D'apres les limites de la fonction exp,
La fonction f est dérivable en 0 car la courbe 6, - 3 lim f(x)=+ et lim f(x)=0.
e—T x—>+° xXx—>—00
admet une tangente en 0 d'’équation y = 0. Y
2. La fonction n'admet pas de limite en 1 mais — |
admet une limite a droite et une limite a gauche. j X 1.a)
3. lim f(x) =+ et lim f(x)=-x» 5 -4-3-2-10/j 2 3 4 J
x—=1 x—=T 7 — x

G

-

2. Lafonction n'est pas définie en 4 mais admet

une limite : lim f(x) = 0,25.
x>4

(7]1. lim fx)=+® et lim f(x)=—o.

X—>+%° xX—>-o
2.0n n'a pas de limite en 0 mais une limite a
gauche et a droite :

lim f(x) =+ et lim f(x)=-co.
x—0" x—0%

@Pourx> 1,—Lsf(x)sL
2840

x+1
Par le théoreme des gendarmes, on déduit que
lim f(x)=0.
x—+®

(12)1. F9 = 362 - 6+ 8)

f'ix) =0 x=2«ourx=4

X | - 2 4 +oo
() + 0 - 0 +
8 +oo
f _12/ \4/

2. a) D'aprés le tableau de variations, six > 2,
flx) > 2 donc ne peut s'annuler.

Six € [0; 2], la fonction f est continue, stricte-
ment croissante et f(0) f(2) < 0, donc, d'apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
flx) = 0 admet une unique solution o.

lim f(x)= lim f(x)=2
x—-% x—o+®

1 1
2-—+—
2.a)Pourx¢0,f(x)=f—’§
Ie=d=

X X

b) Par passage a la limite, on trouve 2 comme
limite en +© et en —oe.

1.F/() = 12g(x) avec g(o) = x3 + X2 + 2x +1
2.a)g’(x) =3x2+x+2>0carA=-23

La fonction g est continue, strictement crois-
sante et change de signe sur R car

lim g(x)=+% et
x—-®

D’apres le théoréme de valeurs intermédiaires,
I'équation g(x) = 0 admet une unique solution c.

b) u=-0,574 1072 prés
c)Six<a,g(x)<Oetsix>a,g(x)>0.
33

lim g(x)=+co.
x—+%

x | —oo o 4o
e - 0+
+ 00 +®
f el
flor)

(251,

lim f(x)=-1 et
x—>=%°

2. On peut conjecturer

lim f(x)=+1
X+

3. On peut proposer un algorithme calculant
I'entier a partir duquel la distance entre la
courbe et les droites d'équation y = -1 en -
ety =1 en += est plus petite par exemple de
a=1073.

ol ;. >=3%7% 5 6 7 )

b) On peut conjecturer que lim f(x) = +oe.
X+

. s
2.a)-e 4 <f(x)<e 4

X

X
b) lim -e 4= |lim e 4=0
x—o+® x—+%

D’aprés le théoreme des gendarmes,
lim f(x)=0.

x—>+%

1. D'apreés le tableau de variation :
o six <1, f(x) > -3 donc ne peut s'annuler ;
*six=1,fest continue, strictement décroissante
et lim f(x)<-3<f(1).

x—>+%
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = — 3 admet une unique solution.

2. l'équation f(x) = 0 possede deux solutions.

exercices (ARG

(7] 1. a) lim f(x)= 4+
x—=-1

b) lim f(x)=-%

x—-1

q lim f(x)=2

X—>+®

2. La fonction f n'admet pas de limite en -1 car
les limites a gauche et a droite ne sont pas égales.

3. La courbe ‘6;admet 2 asymptotes d'équations
x=-lety=2.

4. Courbe possible.

Pt W

N

Corrigés




1. lim f(x)= lim f(x)=2

x—-% x—>+%

lim f(x)=+wet lim f(x)=-cc,
x—>=2" x—=2"

2. On obtient deux asymptotes d'équations
x=-2ety=2.

@AbLg’(x):3x2—3s’annu|een—1 et1.

3 4o

X | - -1 1
T
0 +

g’'(x) + (I) -

~2 + 00
g 7O\ 6/14’
_eo -

2.Sur [1; 3], la fonction g est continue, stricte-
ment croissante et change de signe, d'aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
g(x) = 0 admet une unique solution o

3.Six<o,gx) <O0etsix>a,g(x) >0.

B»1.0na lim f(x)=+wet lim f(x)=+oo.
x>+ Eadl

2.f estdusignedegsurll;+of.

X 1 o +oo
T

f’'(x) - 0 +

+ o0 +®
f \ /
flor)

70 Q-0
EO MmO
me @O
O WO
=0

[76)1. lim f(x)=0et lim f(x)=—o

x—+% xX—=%
2.6, admet une asymptote en + d'équation

y=0.
1.a) lim f(x)=+wet lim f(x)=2.
x>+ xX—>=x

b) lim f(x)=-cet lim f(x)=+ce.

x—=-1 x—=1

c) lim f(x)=-o
x—2

2.6, admet trois asymptotes en -1 ; 2 et ~
d'équations respectives x=-1;x=2ety=2.

(78)1.p,= RT3

2. lim f(x)=lim f(x)=-3
x>+ x—=-%

lim f(x)=-o et lim f(x) =+

x—>1 x—=1

a) lim 4x—3=2

x—-x2X -5
+4

b) lim 7% = 4o
x—=-2" X% -4

a) lim x3-2x+5=+®

x—+%
2x2 - x+1
b) lim =X —X¥*7_
xo-0x2 +5x -2
. 3x+5
c) lim =+

o1 X2 + X

X
d tim & =1__1
et 42 2

a) lim sinx e¥ =0
xX—>-»

b) lim ¥ ¢

x—otw e

1.f’(x):e"—1

X 0 400
f'(x) +
+o0
f /
-2

2.a) Sur[0; +<[, la fonction f est continue, stric-
tement croissante et fl0)=-2et lim f(x) =+,
x>+

d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) =4 admet une unique solution c.

b) f(2) = 2,39 et f(3) = 14,09 donc o € [2; 3].
Ontrouve ot =224 107" prés.

1.a) g'(x) = 6x2 - 6x=6x(x~1)

x | 0 1 5
T T
gx| 0 - 0 +
-1 174

g |

b) Sur [0; 1[, g(x) < -1 donc ne s'annule pas.

Sur [1; 5], la fonction g est continue strictement
croissante et change de signe donc I'équation
g(x) = 0 admet une unique solution o.

cg(l)=-1etg(2)=3donca €[1;2].

Ontrouve 1,6 <o <1,7.

d)Six<a,g(x) <Oetsix>o0,g(x) >0
=10+ x%)-3x2(1-%) _ g(x)

2.a)f'(x)= =
D) 1+ %) (1+x3)2
b) Le signe de f’(x) est celui de g(x).
59 0 o 5

Fea| - 0+
1 2
f \f( )/ 63
Q,

flo) =-0,118

Convexité

A vous de jouer !

D'aprés le graphique, la courbe de f est
en-dessous de ses sécantes sur [-1;0,5] et estau
dessus de ses sécantes sur [0,5; 1,5]. Donc fest
convexe sur [-1;0,5] et concave sur [0,5; 1,5].

EI f” est décroissante sur ] ; 0] U [1 ; +oo[
donc fest concave sur cet intervalle.

f” est croissante sur [0 ; 1] donc f est convexe
sur cet intervalle.

flx) = xe™

doncf'(x) =e ¥+ x(-e™) = (1 -x)e™

etf’(x) =—e*+(1-x)(-e™) =(x-2)e7™".

Or e > 0, pour tout réel x, et x - 2 = 0 si et
seulement six = 2.

Donc f”(x) = 0 si et seulement si x = 2 et

f”(x) < O si et seulement si x < 2. Donc f est
convexe sur [2; +oo[ et fest concave sur ]-o; 2].

EI Graphiquement, la courbe présente un
point d'inflexion au point d’abscisse x = 0,7.

fx) = (x+ e

doncf'(x) =e™+ (x+ 1)(-e™)
=(1-x-1)e*=-xe™

etf’(x)=-1e™+ (xe ™) =e*x-1)

Or e™ > 0 pour tout réel x, donc f” change

de signe pour x = 1. Donc le point d'inflexion

de 6;a pour coordonnées (1 ; (1)) c'est-a-dire

(1;2e™).

a) et b) Graphiquement, h est concave sur
[0; +o[ et convexe sur ]-; 0].

c) Le point d'inflexion a pour coordonnées
(0; h(0)).
x2 -1

x ey =
@f(x)_x2_1,f(x)_(x2_1)2 et
_2x(x2+3)

T2 -n

f” change de signe pour x = 1, donc la crois-
sance commence a ralentir au bout du 1" mois,
cest-a-dire a partir du 1" février 2020.

Exercices (@GIEITAUSIAEL]

f est concave sur [-2 ; —1] et convexe sur
[=1; +oel.

£7x)

@ f” est croissante sur ]~ ; 6] et f” est décrois-
sante sur [6 ; +oo[ donc f est convexe sur ]-%; 6]
et fest concave sur [6; +[.



1.f’(x) =3x2+ 12xetf’(x) =6x+ 12.
2.f”(x) = 0 si et seulement si 6x+ 12 = 0 si et

. 12 . .
seulement si x — - - si et seulement six = -2.

Donc f est convexe sur [-2 ; +[.

Graphiquement, les points d'inflexion sont
ceux d'abscisses -2 et 2.

(501

X —o0 4 400
0 _

Signe de f’(x) +

2. Le point d'inflexion de la courbe représen-
tative de fa pour abscisse 4 et pour ordonnée
6+(6-4)e*>=6+2e".

Q0 7O
o) 0
EW A @
2@ Q)
@O Q)
1.0n étudie une fonction g définie sur R

dont la dérivée est également définie sur R :

g'(x)= 1 +3.
x

" 1
9" x)=-—
2.9"(x) 2

g”(x) < 0 sur Ri.

3. Comme g”(x) < 0 sur R+ alors g est concave
sur R,

1.-x+ 1 # 0 si et seulement si x # 1 et
la fonction x — xe* est définie sur R donc la
fonction f est définie sur R\{1}.

1
Le—x+‘| et

2.f"(x)=-
o 1
e “**+1Or—e ~**1 < 0pour

F7(x) =

TEE

tout réel x € D;. De plus, < > Ossi et seu-

1
(x=1)
lement six > 1, donc f”(x) < 0 si et seulement
six>1.

3. Donc f est convexe sur ]- ; 1[ et concave
sur]l; +of.

(881

f'(x)=0+14e 5 +(14x + 42)[—%){5

42\ = 1 =
:(14—l4x—?)e 5:5(—14x+28)e 5,

2.—e_§ > 0 donc le signe de f"(x) dépend seu-
lement de celui de -14x + 28.

—-14x+ 28 = 0 si et seulement si 28 = 14x si et
seulement si % = x si et seulement si 2 = x.

D'ou le tableau de variations suivant.

x 0 2 60
-04
Variations 70 +70e
def |1, 70 + 882e12

3.a)f"(7)=0.Le point A est un point d'inflexion
pour 6.

X
b)%e_g > 0 pour tout réel x, donc f”(x) = 0

si et seulement si x - 7 = 0 si et seulement si
x=7.Donc fest convexe sur [7 ; 60] et concave
sur[0;7].

¢) L'abscisse pour laquelle la dérivée admet
un extremum est 7 et correspond au point
d'inflexion précédemment cité.

1. f(x) = (-5x% + 5)e* donc
£/(x) = (~10x)e* + (~5x2 + 5)e*
= (-5x2 - 10x + 5)e".
Par suite, f(x) = (-10x - 10)e¥ + (-5x2 — 10x + 5)e*
=—(5x2 + 20x + 5)e".
2.A=b%-4ac=202-4x5x5
=400-100 =300>0
d'ou x, :—2—\/§etx2 =-2+43.
Donc 5x2 + 20x + 5 = 0 si et seulement si
xe:|—00;—2—\/§:|u[—2+\/§;+00[.

Or -e* < 0 pour tout réel x.
Donc f”(x) < 0 si et seulement si :

x€|-e;-2-4B]U[-2+3;+ et

f”(x) = 0 si et seulement si :
xe[-2-43;-2+3]

3. Les abscisses des points d'inflexion de 6, sont
donc-2 - ﬁ et-2+ \/5

4. fest concave sur
}—oo;—Z—\/g]U[—2+x/§;+°0[ et convexe

sur|:—2—\/—;—2+\/§:|,

A P 1. Graphiquement, g est convexe sur

[-5; 1] et g est concave sur [1; 3].

2. Graphiquement, le point d'inflexion a pour

coordonnées (1 6,5).

BP1.glx)=(B-xe*+1

doncg’(x) = (- 1)e*+ (3-x)e*+0

=(B-x-1)e"=(2-x)e*

etg”(x) = (- 1)e¥ + (2 - x)e*
=Q2-x-1e*=(1-x)e*

2.a) e > 0 pour tout réel xet 1 -x=0siet

seulement si 1 = x donc g”(x) = 0 si et seule-

ment si 1 = x donc g est convexe sur ]-%; 1]

et concave sur [1;+[.

b) g”(x) change de signe pour x = 1. De plus

g =@B-Ne'+1=2e+1

donc son point d'inflexion a pour coordonnées

(1;2e+1).

3.7, y=g'(Mx—1)+g(1)

Tiy=2-1e' (x-1)+Qe+1)

T,:y=ex-e+2e+]1

T,:y=ex+e+]

4.a)h(x)=(ex+e+1)-gx)

h(x)=e-gk)=e-(2-x)e"=(x-2)e +e

h’(x)=1e*+ (x-2)e*+0=(x-1)e*
=-(1-xe"=-g"(x).

b) g”(x) = 0 si et seulement si 1 = x donc

h”(x) < Osi et seulement si 1 = xdonch’ est dé-

croissante sur]—cc; 1] et croissante sur [1 ; +c°[.

Ah'(l)=(1-2e'+e=-e+e=0

Donc le minimum de h” est 0 sur R. Donc pour
tout réel x, h'(x) = 0.

d) Comme h’(x) = 0 sur R alors h est croissante
sur R.

e)h(l)=(ex1+e+1)-g(1)=2°+1-(2e+1)=0

f) h est négative sur ]-= ; 1] et positive sur
[1;+2c[. Donc la tangente au point d'abscisse 1
est en dessous de 6_ pour x < 1 et au-dessus
de <€g pour x = 1 donc elle traverse la courbe
au point de coordonnées (1; 2e + 1).

Le point de coordonnées (1 ; 2e + 1) est bien
un point d'inflexion pour ‘Gg.

Fonction logarithme
népérien

A vous de jouer !

a) In) =-1ox=e'
b)e¥=-1;5={C}

¢) Conditions d'existence : il faut que 4 - 2x >0
SxEl=1-2;2[In(4-2x) > 1= 4-2x> €'

ethI@xE}OO;Z-g[.
det'=2ox+1=In2xE[INQR)-1;+[.

El a) Conditions d'existence :x € ]-1; +o[ et
x€E€J]-2;0[douxEI=1-1;0L

1
Inx+1)=In(-x) ©x+1=-xetx € I@x=—5

b) Conditions d'existence :
Xx€l=]-0; -1 U ; +oo[
nx-1N<InG)ox?*-1<5etxecl

@xe[—\/g;\/g]ﬂl
:»xe[—«/g;—1[u]1;\/3}

1 7
Ela)zlns+—In(125):2In5+§In5:—In5
2 2 2
b) -In5
c)4-2In5

d)—i—InS
5

Corrigés




a)nin [g) <In(0,01)
- In(0,01)

" (3

b)2"‘1(2—7)>—3<:>2"‘1<§

(3J

In| =

®n<—5+1
In(2)

soitn=8

soitn=0

. 1 .
EI 1. lim ——=-wet lim In x = —co donc, par
=0 x x—0

somme des limites, lim f(x) = —c.

x—0
. 1 .
lim -——=0 et lim Inx=+~ donc, par
x—>+® x—+®

somme des limites, |im f(x)=+o.
x>+

1 1T 1-x
2.f'x)=—-—=——or,
B & P

pour tout x € 10 ; +[, x2 > 0 et, pour tout
x€10;1[1-x>0.
Donc f’(x) > 0 et f croissante sur]0; 1[.

Pour toutx € 11 ; 4+%[, 1 -x < 0doncf’(x) <0
et fdécroissante sur]1 ; +o[.

1x x2 - (1+ x) X 2x

11 fre0y = x4 _ —(x+2)
f(x) 1+ x )
xZ

1
1. lim1-—=1et lim Inx -2=+x
x>+ x x—>+0©
dong, par produit des limites, on a

lim f(x)=+c0.
x—>+®©

2.a) f’(x):iz(In(x)—2)+[1—l]><l
X x) x
%1
In(x) -2
—
In(x) -2+ x -1
e
_In(x)+x-3  ulx)
=T B B

b)u'(x) = 1 +1= Itx pourx € [e; +=],

x X
u’(x) > 0; par conséquent, u est croissante sur
[e; +o[, or u(e) = e — 2 > 0 donc u est positive
sur [e; +o[.

) f” est donc positive sur [e ; +o[ donc f est
croissante sur [e ; +o[.

-2x2 +13,5
2.
x -2,5 0 25
T
-4x 9 _
-2x2+13,5 + +
T
Signe de f'(x) 0 _
Variations In(13,5)
def 0 o

3. Puisque fadmet un minimum, on en déduit
que fest positive sur [-2,5; 2,5].

FEEETI  d'application

IZI 1. a) Conditions d'existence :
1
XEl= E;-{-oo 2x-1=1ex=1¢€l

b) Conditions d'existence :
xEl=le;+x[;x-e=ecx=2e€E|
Jdinx=-2cx=e2

5 In2

d)5-2x=In2ex==-—
2 2

2. a) Conditions d'existence :
XEl=]-2;1;1T-x>TetxElox<O0et
XEloxEl-x;0l

b) Conditions d'existence :

xEI::|—0°;%[;3—2xse

etxelc»xe['%%eﬁoo{

3-e 3
etxElexe|—
2 2

e*<3ox<In3exe]-x;In3[

d) e*(e* - 3) = 0 or e* > 0 pout tout x, cela
revient donc arésoudree*-3=0<x=1In3.
Doncx € [In3; +oo[

1.a) Conditions d'existence:x >2etx < 4
doncxE1=12;4[.

3x—6:4—xetxel4:>x:§

b) Conditions d'existence:x € 1=1]0; 8[;
x2-8x+12=0etxEl=S5={2;6}.

c) Conditions d'existence :x € | =15 ; +[ ;
2
In| =X =In(x-5) etxelﬁz—x:x—Set
x+1 x+1
xElox?-6x-5=0etxE |l x=3+14.

2.a)x> l etin(5(4x-2))<In [SJ
2 2
}1 1 e{

SXE |—;—+—

b) Conditions d'existence :

x€El=11;5;5-x=x-letxEleox=<3et
xXEloxEl;3]

¢) Conditions d'existence :
x€E1=12;40[;x*-5=0et
X € I@xe]\/gﬁw[

1.a)In25—|n15=|n(§)=ln(§)

15 g

b)ln[l]+ln16—ln5=ln[E]
3 15

2.a)4In5+2In5+3In5=9In5
b) 3In5-In5-2In5-2In5=-2In5

a) nln(zj <In(10"*) & n> In(102‘4)
& In(—)
3
In(108)
)
In| =
7

3) 3
) B <0,001< nin £ =<In(0,001)

soitn =23

soitn =55

b)nln[?)? In(108) & n=

. In(0,007
3]
In| =
5
d)In(0,004) > 2n|n(§]@n - In(0,004)

s

(43]a) f’(x):%(x—2)+ (Inx +3)x1

soitn =14

soitn = 24.

2
=1—£+Inx+3=——+lnx+4
x x

[1 - l](.’;Inx +1)-(x- Inx)(i)
b) f'(x) = X X

(3Inx +1)?

3Inx—2—l
_ x _3xInx-2x-1

T Blnx+1)2  x(BInx+1)2

) f/(x)=3(n(x) - 2x + 1) x (% = 2]

_ 3(1-2x)(In(x) = 2x + 1)2
52

d) f'(x) =2x Bx —xInx) X (3 - 1x X Inx—xxl)

=2 (Bx -xInx) (2 x Inx) ¥
a)Df=:|l;+00|:;f'(x)= 8 = 2
2 8x-4 2x-1
2x +1
b)D,=R;f'(x)=———
e W)= e

€) Dp=1-;-2[UIT; +0[;

IX2x+4)-(x-10)x2
(2x +4)?
x-1
2x+4
_ 6
T x+4)(x-1)

f'(x)=

ex
er -1

d)D,;=10; +oo[; f/(x) =



2

(50]4. a) g’(x) = 3x2 + — pour tout x € 10; +o°[;
X

g’(x) > 0 donc g est croissante sur 10 ; +[.

b) g(1) = 0, par conséquent g est négative sur
10;1[ et positive sur 11 ; +o[.

l><x2—lnx><2x
2.a)f (x)=1-%

e

_x*-x+2xInxy _ x3-1+2Inx
o 5

_glx)

===

b) f’(x) < O0sur]0; 1[ et f(x) > 0 sur]l; +o[
donc fest décroissante sur 10 ; 1[ et croissante
sur]l; +oel.

@1. lim 3-4x=+wor lim In(X)=+»

x—+© X+

donc lim f(x)=+cc.
xX—>+%

lim3-4x=0%et lim In(X)=-
3 X—0*
o=
4
3
x<—
4

donc lim f(x)=—co.

x—=>-1X+ X—+o
donc lim g(x) = +o°.
x—-1

Iimz_—x=0et limIn(X)=-«
x—=2X+1 X—0

donc lim g(x) = —oo,
x—2

2.f'(x)=

3
pourtouth}—w;—[;
-4x 4

f’(x) < 0, donc fest décroissante sur }—oo ; %[ .

“Mx+10)-(2-x)x1
(x +1)2
2-x
x+1
-3
=<
(x+1(2-x)
pour x € ]-1; 2[, donc g est décroissante sur
1-1;2L

il 20
=IO [ o]
=0 ] c)

3
1.f(x)>04:>x>e_5;pour

g'lx) =

3
xE }e 2; +00[‘6fest au-dessus de I'axe des

abscisses.

2.9(x) > fix) & (Inx)2 - 2Inx - 3 > 0 on pose
X=InxonaalorsX2-2X-3=(X+1)(X-3)a
I'aide du calcul de A. On a alors :

(Inx)2-2Inx-3>0< (Inx+ 1)(Inx-3) > 0.

x 0 % e3 +o0
Inx+1 - (:) +
T
Inx-3 - - 0
fg-g| + 0 - 0

La courbe ¢, est au-dessus de ‘69 sur }O 2 1[
etsurle; +oo[. €
3.a)h(x) = 4lnx x L L= Anx =1,
X X x
1
h’(x) > 0 pour x € }e4 H +00{, donc h est crois-

1 1
sante sur} e4; +°{et décroissante sur]o ;e4 {

b)h(x) =0 = 2(Inx)2-Inx=0

< InxInx-1)=0
1
©x=Toux=e2.

), coupe l'axe des abscisses en M(1; 0)

1
et N[e2 ;0].

(78] 1. A0; ) €€ S f0)=1 S c=1.
Graphiquement on voit que f’(0) = -1

orf’(x)=2tzx+b—L
&2apl

douf'0)=-1b-1=-1b=0
f’(1)=§@20—l=§@a=1

2 2
dou fix) =x2 + 1 - In (c+1).

1 2x2+42x -1

x+1 x+1

sur]-1;+o[;

x+1>0

donc le signe de f’(x) est le méme que celui
de 2x2 +2x - 1.

2.f'(x)=2x -

-1+43
£z -1 +oo
2

Signe de f’(x) - ¢ +
+o +oo

Variations \ /

def -
f( ! J;‘E] ~0,82

lim x +1=0 et lim -In(X) = +%, de plus
x—-1 X—0

lim x2 +1=2donc, par somme des limites,
x—-1

ona lim f(x)=+co.
x—-1

3. Celarevient a résoudre :

f'x)xf'(0)=-1< [Zx - LJ X(-1)=-1
x+1

S22 +x-2=0

avecx € ]-1; +o[ & x= #,
il existe donc une tangente a 6, perpendicu-
laire a T,
4.f(x) —h(x) =—In(x+ 1)+ In(x2+ 6x+5) >0

x2+5x+4

x+1

est toujours le cas sur ]-1; +[ par conséquent
la courbe 6, est toujours au-dessus de 6, sur
1-15 el

>0 avecx € ]-1; +x[ ce qui

1. 1,2 traduit la hausse de 20 % et le « -28 »
le fait de prélever 28 poissons a la fin de chaque
année.

2.a)w,, ,=u, ,-140=12u, - 168

=1,2(u, - 140)=12w,
Par conséquent la suite (w,) est une suite géo-
métrique de raisong =1,2.
w,=w,x1,2"=10x1,2"d'ou
u,=w,+140=10x 122"+ 140.
b)u, > 200 1,27 > 60 < n > 1O ot

In(1,2)

n=10
Par conséquent la responsable devra prévoir

I'achat d'un autre aquarium au bout de 10 ans,
soit en 2028.

1.p(R,,1)=r,,;=095r,+0,2(1-r,) dapres
la loi des probabilités totale, d'ou
e =075r,+0,2.

2.a)

r<0,9

n<1l

Tant que r>0,80001
nen+1
r«0,75*r+0,2

Fin tant que

b)0,1x0,75""" +0,8 < 0,800 01
In(0,000 1)
In(0,7)

c'est vérifié a partir de n = 27.

0,771 <0,0001 &n= +1donc

A partir de la 27¢ semaine, la probabilité que
le client rapporte la bouteille de son panier
devient inférieure a 0,800 01.

[81]a) lim 5x%-2+2Inx=—~et lim 2x? =0
x>0

x>0
donc par quotient des limites on a lim g(x) = -
x—0
2 [5_%_'_ 2Insz [5_2_2+ 2Inzxj
g = 53 x* ) _ X X
Ph2 2

Corrigés




_Inx . .
Or lim —-==0 par croissance comparée et

x—+% X

par somme des limites.
5_i_{_Zlnx

lim —x2 % =3

X—>+® 2 2

5
it i ==
soit lim g(x) 5

x>+
x 0 o (e)? +o0
Signe |
) + 0 -
deg’(x) |
3
Variations /0/ 52 : ! 5
e 2
deg . 3
Signedeg - 0 +
b)
('IOx + Z](2962) —(5x2 =2+ 2Inx) x 4x
4, _ X
g'(x)= i
_3-2Inx
=

) Sur l'intervalle 10,5 ; 1[, g est une fonction
continue, strictement croissante telle que
g(0,5) < 0etg(1) >0, donc, d'apres le théoréeme
des valeurs intermédiaires, 'équation g(x) = 0
admet une unique solution o sur 10,5 ; 1[. Sur
10;0,5[, la fonction g est négative, donc I'équa-
tion g(x) = 0 n'a pas de solution et sur]1; +o[ la
fonction g est positive donc I'équation g(x) =0
nadmet pas de solution.

d) cf. tableau précédent.

2.a) lim 5x2 - 2Inx = +>et lim 2x = 0*dong,
x—0 x*—0

par quotient de limites, lim f(x) = +o°.
x—0

(10x—3) x2x - (552 - 2lnx) x 2

b) f'(x)= P
_at)

2x2

Le signe de f’(x) est donc du signe de g(x).

X 0 o +o0
Signe de ‘
f’(x) = Signe - 0 +
deg ‘
Variations | T +o
def \f((x) /

c) D'apres le tableau de variations, on en
déduit que fadmet un minimum en o valant

502 - 2lno

flo) = orona

g(o) =0 2lnou=2-502 , d'ou

o?-2+502 502 -1
20 a

flo) = >

2-1
d) & > 0,5 donc 502 - 1 > 0, dou >

>0.

Le minimum de f étant positif, f est donc tou-
jours positive sur ]0 ; +o9[.

Primitives
et equations
differentielles

A vous de jouer!

a) y’(x) = 5x2 + 3x = f(x)

7% PR S
b yw=-37="1 f(x)

1
b) F(x) = ——
V() 4x4

a)F(x):%x4
EI1.F’(x)=1><|n(x)+xx%—1=|n(x)

2. 'ensemble des primitives sont les fonctions
x> xln(x) - x + K, avec K réel.

a) Flx)=e™
b) F(x) =In(x3 + 5)
) Flx) = (x2 +x-7)?

EI 1. a) Lensemble des solutions sont les
fonctions y, — Ke?*, avec K réel.

b) L'ensemble des solutions sont les fonctions,

Y~ Ke™*, avec Kréel.

2. Si K est positif, alors la courbe est au-dessus
de I'axe des abscisses, si K est négatif la courbe
est en dessous de cet axe.

a) Une solution particuliére est la fonction
constante ——.
2
L'ensemble des solutions sont les fonctions
1 a
Y=ot Ke?*, avec K réel.

b) Une solution particuliere est la fonction
constante =.
5

L'ensemble des solutions sont les fonctions

2 2
Fgixm Tt Ke™¥, avec K réel.

Ay =y=3ey'=-y+3
Une solution particuliere est la fonction
constante 3.

L'ensemble des solutions sont les fonctions
Jgx—> 3 +Ke™, avec K réel.

d)4y’+y—5:04:>y'=—%y+%
Une solution particuliére est la fonction

constante 5.
L'ensemble des solutions sont les fonctions

1
iy )
Jg:X—5+Ke 4 avecKréel.

2
(13]4 3y’+2y:0@y’=—§y
2
Les solutions sont y, : x — Ke 3, avecK éel.

2
-£x0
2.y0)=e =Ke 3" —esK=e.

2 2
== ==z
Doncf:x—exe 3 =e 3.

2
1=2
3.f(x)= —ge 3° <0 pour tout réel x.

Donc f est strictement décroissante sur R.

4. lim f(x)=+wet lim f(x)=0.
x—>+%

x—o-®

_ 3-3In(5)

T
5.f(x)=5&<e 3 =5ox 5

(15 1. Les solutions sont y, — Ke 0035%,
avec Kréel.

2.){0) =7 & K=7 donc g(x) = 7670035,
3. g(100) = 7e70035x100 — 7-3,5
=0,211 mW > 0,08 mW,

donc le signal sera encore détectable.

FEASTI  d'application

a)F'(x):3x+1: f(x)
b) F’(x) = -x2 + e* = f(x)

A F(x)=x*+x3+ x =f(x)

a)F(x):e"

¢) F(x)=In(x)

b) F(x) = 2v/x

d)F(x) =
X

a) Surl=R, F(x)=e* + k, avec k réel.
b) Surl=1]0; +e[, F(x) = 2\/x + k, avec k réel.
o) Surl=10;+oo[ , F(x) =In(x) + k, avec k réel.

d)Surl=R, F(x)= %xa + k, avec k réel.

a)F(x)=x4+x3+%x2+x

b) F(x) = le + lx3 +5x
5 3
1
F(x)=e* +—x*
4

d) F(x)=2e* + x3 +5x

a) F(x)=e¥' =252 41— e 22
_1 et
b)F(x)—z(x2+x 1) 5

Q) F(x)=(In(x))2 +3

(55]1.[0] 2.[d] 3.[a]

1
a) Les solutions sont , : x — >t Ke?,

avec K réel. ‘

b) Les solutions sont y, : x +— 4 + Ke_zx,
avec K réel.



. 3
¢) Les solutions sont y, : x — Pl + Ke %,
avec Kréel.

d) Les solutions sont les fonctions
5

Yyt X _E‘I +Ke2", avecK réel.

(67]1. )= k)

2. lim O(t)— il donc dépend de k. La limite
t—>+

évolue de fagon inverse a k, elle correspond a
la quantité de pénicilline présente dans le sang
along terme. Si k est élevé, alors la quantité est
faible ; si k est faible (mais en restant positif),
alors la quantité est élevée.

01 L n@

k 180

1
3.Q(180) =
Q(180) b

Préparer le BAC

EQ[ A Erl &)
cE@® Q)
100@® 11@
102 @ 103)®

104] 1, Les solutions de I'équation sont de la
forme Cekt, avec C réel.

§(0)=N& CekX0=Ne& C=N.

Donc y(t) = Nekt.

2.9(2)=4N & Ne? =4N < k=-In(2)
Donc y(t) = Nel@t = 2tN.
Y(3)=2N=8N.

Au bout de 3 heures, il y a 8N microbes.

3.y(5)=64004:)25N=6400<:>N=200.

(105]1.[a] 2.[d 3.6 4[

106] 1. f(1) =1 et (1) =

2. Pour fix) = i—3+4In(x)onaf( E —g+i
X X

donc on vérifie bien que f(1) =1 et /(1) = 0.

3.F/(x) = 4Inx + l(4x +4)-
5

1.7 =-0,1(T-20)

2.a)SiT(t) =20 alors T’(t) = 0 donc vérifie bien
I'équation.
b) T(t) = 20 + Ke 9t et, avec T(0) = 100,

on obtient K = 80, donc T(t) = 20 + 80e %,

7:i+4lnx—3.
X

- 1.P(t)=——alors P'(t) = N,(t)
( ) (N(t)?
Ainsi N'(t) = 0,07N()(1 - 1073N(t))
N'(t) _ 0,07 S
(N@)?  N(t)
N(t) _ -0,07 +0,07:103
(N2 N(@)
< P'(t) = -0,07P(t) +0,07-1073,

2. P(t) = 1073 + Ke~997t, soit
1

NO= 105 keoo7

avec N(0) =100

onak = L 10-3 = 0,009, donc
100

1
1073 + 0,009e70.07t

jours inférieure a 1 000.

N(t) = , valeur qui est tou-

Calcul intégral

|I| On trace la courbe représentative de f
définie par fix) = 2x. Lintégrale est I'aire d'un
trapéze de hauteur 3 et de bases 4 et 10.

(4+10)x3

j 2xdx =2lua.

El&li =i[ln(1)+ln[1+i)+ In(1+2 xi)
10 10 10

+...+In(1+9xiD
10

&gi:%(lnﬂ X1,5X2X2,5X...

54:1 In 1+i +In 1+2><i
10 10 10

+..+ In(1 +9x i] + In(6)]
10

x5,5)=5,28 u.a.

sd:%(In(1,5><2><2,5><...><5,5><6):6,18u.a.

T =
(Slaf* o= 05 <o-(2)-
-1

3 3

b) J~3 3x2

dx [In(x3 - x)]

=In24 -In6 =In4

1 0 101
j_f(x)dx = f_1(x + )dx + J.Omdx

:%+In(2)

T2 Sotgp V20
(812 [feordt =-—te -1

ﬂ fest ne’gative sur [-5;-3] donc
A= j —dx ( )

@f —glx)=x2-x-2.
2 et (- 1) sont les solutions du trinbme donc
f-g est négative sur [-1; 2].

A= J:(—x2 +x+2)dx =4,5ua.

1. F/(t) = ((-20t - 20)et)’
= (=20t - 20)’ et + (20t - 20)(e~t)’
=-20e"14+20e7t 4+ 20te~t = (1)

2. j t)dt = -220e~10 + 20 < 20.

IIs respectent bien le cahier des charges (de
justesse).

FEEET  d application

28]1.6
Bul1.o2

2. Aire colorée =0,2;

2.12

11
126

3. Aire des 5 rectangles hachurés :
0,2 l+ ! +i+ ! +l _ 1627
2 1,4 16 18 2) 2520
Aire des 5 rectangles colorés :
0,2 1 1 + 1 o 1 ='I879
12 1,4 16 18) 2520

La fonction inverse est décroissante donc

1627 21 1879

—_— — x [

2520 Tx 2520

a)-4 b) -49,5
91 d) 42,5

J':f(t)dt = J':dt n jz(—t +3)dt

4
2 Ja(t ~3)dt=4

be],. B
3

2. Clest la longueur du rectangle de largeur 4
(2
et d'aire _[_Zf(x)dx.

Corrigés




1.
5 y
J X
-2 -10 i
el
2.a)-4,5 b) 2

3.f<Osur[-2;1]etf=0sur[1;3]
4.4 =_[1_2—f(x)dx =4,5u.a.

5.t =] flde+ [Fl)de=4,5+2
=6,5ua.

Exercices d'entrainement

1. g'(x) =In(x) + xx%—1=ln(x) donc

g est une primitive de f.
e3-7
2.
6

(57) s = J:)tdr + J?%dr ~0,5+In(3)

1. F est la primitive de f(t)=1-e™t" qui
s'annule en 0 donc F/(x) =1- e™~",

F’ est positive sur R+. F est croissante sur R+.

2. F(0) = 0 et F est croissante, F est positive
sur Ry+.

1. flx) > glx) six €12 ; +oo[.
2. ppc = _[:(g(x) - f(x))dx =18 u.a.

3.4 = IZ(f(x) - g(x))dx=12,5 uv.a.

1.f(x) = -0,04e* + 1
f’(x) > 0six<In(25)
fest croissante sur [0 ; In 25], décroissante sinon.

2. fest continue et décroissante de [In 25 ; +o[
sur [1,21; -%[.0 € [1,21 ; —[. Donc il admet
un unique antécédent noté o.

o=45

3.-0,04(e*-e?) +4

4. La fonction est maximale en x =n (25)
In(25) = 3,21 et f(In (25)) = 1,218 8 donc

q, = 32 et le bénéfice maximal est environ égal
a 1220 euros a 10 euros pres.

5.g; =ax 10 (I'unité est la dizaine de pieces)
14 _ a3
65 [ ftx)dx =-0,02(e* - €2) + 2

Donc le bénéfice moyen est de 1 056 euros a
1 euro pres.

ER[ )
EN[ & Y0 )
e @
ER[ A I )

a)0,5
b) 10
10,5

(90][€
1. P09 =fx)

2.-12

B[ =)
5@
Exl(s {0

1 11
—est positive sur[0; 1] donc_[ —dx
x+1 Ox+1

est I'aire sous la courbe entre O et 1.

101
_[ ——dx=In2.
Ox+1

1. fest positive sur [-2; 0].
2. J:f(x)dx =e- L

=3
a) _[_l(x+ 3)2dx = z
-2 3

355

b) J:(x3 +2x2 -3x +3)dx = 5

(95la) ' [(ax +1-(x2 +3x-1]dr=45
b) 7 [(-10e=) - (-2
37

3
=10e2-10e 2 -2~
24

1./ (x) = 2e¥ + 2xe* = (2x + 2)e*

2.0=2
e

3. La fonction est positive.

1. lim f(x) = -
x—0

2.F(x)= 2%
X
x | 0 2 5
f(x) + 0| -
1+2In(2)
f
- -4 +2In5

3.a)f(1)=0

b) fest continue et strictement décroissante de
[3;4]sur[-3+2In(3);-2+2In2].

0 &€ [-3+2In(3); -2+ 2In2] donc 0 admet un
unique antécédent dans [3 ; 4].

L'’équation f(x) = 0 admet une unique solution o
sur[3;4].o=3,51.

) fest positive sur [1; o, négative sinon.
4.a) g'(x) =flx)
b) ot = | :"f(x)dx =[g(0]* = gle) - g0

) sl =0,64ua.Orlua=2x5cm?=10cm’
donc o = 6,4 cm?.

Lois discrétes

A vous de jouer !

1. Fprend les valeurs 1; 2 et 3 avec la méme
1

probabilité @ =— donc F suit la loi uniforme

sur{1;2;3}L

Z-P(F<2)=p(F=1)+p(F=2)=§,

1. 1l'y a soit 0 boule rose, avec une pro-

5 1
babilité = = B ; soit 1 boule rose, avec une

10 2 2
probabilité — = — donc R suit la loi B| — |.

15 3 3
2. Il faudrait que la probabilité d'obtenir une

1
boule rose soit 7 c'est-a-dire qu'il y ait 40 boules

au total donc il faudrait ajouter 25 boules vertes.

E 1. On considére une succession de
3 expériences de Bernoulli (en considérant
qu’un succés est obtenir « PILE » par exemple)
identiques et indépendantes avec la probabilité
d’un succes qui est 0,75 donc cette succession
d'épreuves est bien un schéma de Bernoulli
avecn=3etp=0,75.

2.
075 _p
0,75_~ P
0,75 075 _p
025>~ F
075 _p

o
N
w
o
~N
%
o

025 F

0,75
025"~ F P

A

025 F

3. La probabilité d'obtenir exactement une fois
PILE est 3 x 0,75 x 0,252 = 0,140 625 (4%, 6° et
7¢ chemins en partant du haut).

1.Xdonne le nombre de succes lorsque l'on
réalise n = 20 fois de maniére indépendante la
méme épreuve de Bernoulli (un succés corres-
pond a « obtenir FACE ») de parameétre p = 0,5
donc X suit la loi binomiale de paramétres n = 20
etp=0,5.



20
2. p(X:11)=[1 1] % 0,5 x 0,520-1

20
=[HJ><0,52° =0,16

[9])1.px>6)=1-p(X<6)=0,62
2.p3<X<12)=p(X=<11)-p(X<2)=0,97

a.=0,1eton tabule p(Y < x):

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n
APP SUR + POUR &Tbl
v

Donc l'intervalle est [45 ; 100].

1. F donne le nombre d'essais nécessaires
pour obtenir un succés (« obtenir FACE »)
lorsque l'on réalise de maniére indépendante
une méme expérience de Bernoulli dont la
probabilité d’étre un succes est 0,2 donc F suit
la loi géométrique de parameétre p =0,2.
2.p(F=3)=(1-0,2)3"1%0,2=0,128.
3.p(F<4)=1-(1-0,2)*=0,5904.

1
4.E(F)= o 5 donc on peut « espérer » ob-

’

tenir FACE en cing essais.

!E1{g:6

[l

Pyos X=8)=py_, (X>7)
=Pyoyg X>4+3)
=p(X>3)=0,25>=0,016

® Soit A la variable aléatoire donnant le
nombre de FACE obtenus si on lance une piece
équilibrée. A suit la loi %3(0,5) donc, en moyenne,
on obtient E(A) = 0,5 FACE quand on fait un
grand nombre de lancers.

® Soit B la variable aléatoire donnant le
nombre de FACE obtenus si on lance deux fois
la piece truquée. Bsuit la loi %3(2 ; 0,2) donc, en
moyenne, on obtient £(B) = 0,4 FACE quand on
fait un grand nombre de lancers.

Il faut donc privilégier le lancer de la piece
non truquée.

FEEETI  d'application

1. Csuit la loi uniforme sur {1;2;...; 15}.

1+15 _ 1521

2.E(Q)= =8etV(C)=

~18,7.

3.p(C>4)=p(5) + ..+ p(15) = 11—;

En considérant qu’un succes est « Léleve
a choisi l'option mathématiques complémen-
taires » alors c'est une expérience a deux issues,
donc une épreuve de Bernoulli, avec la proba-
bilité d'un succés p = 0,27.

Remarque : Il est tout aussi lIégitime de consi-
dérer qu’un succes est « L'éléve n'a pas choisi
'option mathématiques complémentaire »
auquel cas, p=0,73.

1. ® PILE c'est-a-dire 0 fois FACE avec une
probaloilitéE 8
3
© FACE c'est-a-dire 1 fois FACE avec une pro-
1
babilité — ;
3
donc les valeurs prises par X sont bien 0 et 1

1 1
avecp(X =1 =—doncp=—.
p( ) 3 p 3

2 V2
3

2.0(X)= 3 3

1. On doit supposer que les lancers sont
indépendants.
2.0n considére qu’un succes (S) désigne le fait
de planter la boule sur le socle.
078 g
078 ~ S

A

022 E

0,78
022~ E >

o
~N
oo

022 E
078 ¢

S
N
N
o
N
©
wn

022 E

0,78
0,22 E S

A

022 E
3.a)0,78x0,22x0,22 + 0,22 0,78 0,22 + 0,22

%0,22x0,78=0,113
b) 0,783 + 3 x 0,782 0,22 = 0,876

10 100
47)| |=tet| " |=1
(7]

@ 1. En considérant qu'un succés pour chacun
des lancers est « obtenir rouge », X donne le
nombre de succés lorsque I'on réalise n = 20 fois
de maniére indépendante la méme expérience
de Bernoulli dont la probabilité de succes

1
(« obtenir rouge ») est p = 3—3 donc X suit la

18
loi binomiale de paramétresn=20etp = =
2.0n cherche

20 9 11
p(X=9)=(9j><(13—§J x(;—gj ~0,168.

[53)a) Environ 0,197.
c) Environ 0,861.

b) Environ 0,366.
d) Environ 0,66.

[57]1.E00=20%0,83 =166
2.E(Y)=100% 0,79 = 79

a)[0;30] b) [0;33]

1.Xdonne le nombre d'essais nécessaires
pour obtenir un succés (« réussir un carreau »)
lorsque l'on réalise de maniere indépendante
une méme expérience de Bernoulli dont la
probabilité d'étre un succés est 0,2 donc X suit
la loi géométrique de parametre p =0,2.

2.0na:
0,2 S——X=1
< 02 - 5——X=2
038 s< 02 - 5——X=3
08 §<:::: -

08 ~5—__
p(X=2)=08x0,2=0,16.
3.p(X=5)=0,8*x0,2=0,08192 cest la pro-
babilité qu'elle réussisse le premier carreau
au 5¢ essai.
4.p(X<3)=1-0,8%=0,488 clest la probabilité
qu'elle réussisse le premier carreau avant le
4¢ essai.

En « prolongeant le triangle de Pascal »,

o
e

La variable aléatoire X donnant le nombre
d‘articles trouvés suit la loi binomiale de para-
meétresn=30etp=0,8.

Thl

X=18

Donc l'intervalle cherché est [19; 28].

2.[19; 30] donc il est str au seuil de 99 % de
trouver au moins 19 articles.

Soit X la variable aléatoire donnant le rang
du trajet correspondant au premier controle.
X suit la loi géométrique de paramétre p = 0,05.

On cherche py ;X =30) =py ;s (X > 29)
=Pyo15 X > 15+14) = p(X > 14) = 0,95
=0,488.

Corrigés




1. X suit la loi binomiale de paramétres
n=10etp=0,09 et Y suit la loi binomiale de
paramétres n = 20 et p = 0,05.

2.E(X)=10x0,09=0,9 et E(Y)=20x0,05=1.

En moyenne, on obtient un peu plus de tickets
gagnants avec l'option 2.

Préparer le BAC

(&)
(&)
o
(&)
(&
1. X donne le nombre de succes (« I'éléve
mange a la cantine ») lorsque l'on réalise
n =237 fois de maniére indépendante la méme
expérience de Bernoulli de probabilité de succes

p = 0,93 donc X suit la loi binomiale de para-
métres n =237 etp =0,93.

031®
s c
070
[ c

2. On cherche a trouver le plus petit entier k
tel que p(X < k) = 0,95 : la calculatrice donne
k=227.

3. Il faut prévoir au minimum 227 repas si l'on
veut étre sUr au seuil de 95 % que tous les éléves
se présentant aient un repas.

1. Non car le titre joué ne peut pas étre re-
joué al'étape d'apres : le résultat d’'une épreuve
a donc de l'influence sur la suivante.

2.

260
456 M
261
= M
457 % E
456
261
456__ M
196
456
3. a) 201,196, 196 26T 0,491 (20 et
457 456 457 456
3¢ chemins).
b) Appelons E, (resp. E,) Iévénement « le 1¢
(resp. 2°) titre est électro ».

On cherche:
1% 195
o (E1)=p(E1mE2)= 457 " 456
g T 2T 1% 1% 195
457 456 457 456
= 0,428
Voir méthode 8.

® Soit X la variable aléatoire donnant le
nombre de succés pour la premiéere expérience.
En moyenne, on obtient 0,25 succés (loi de
Bernoulli de parametre 0,25).

® Soit Y la variable aléatoire donnant le nombre
de succes pour la deuxiéme expérience. En

moyenne, on obtient E(Y) = 4 x % = % ~0,33

succes (Y suit la loi binomiale de parameétres
1

n=4etp=—).

p ] 2)

On choisit la deuxieme expérience.

La hauteur de la premiére barre est
p(X =1) = 0,2, la hauteur de la dixieme barre
est p(X = 10) = 0,027 et l'allure générale est
typique de la décroissance exponentielle.

1. Soit A la variable aléatoire donnant le
rang du premier appareil avec défaut trouvé.

Les tirages étant assimilables a des tirages
avec remise, A suit la loi géométrique de pa-
ramétre 0,02.

a) On cherche:
p(A<30)=1-(1-0,02)3=1-0,983=~0,455.

1
b) E(A) = —— =50, donc aprés 50 appareils.
) E(A) e pl pp

¢) On cherche:

Psso(A>T75) =P, s, (A> 50 +25) = p(A > 25)

par propriété de non vieillissement, donc

Pa=so (A > 75) =0,98%> = 0,603.

d)p,.,s(A<50)=1-p, (A= 50)
=1-p,ys (A>49)
=1-p(A>24)=1-0,98%
=0,384.

2. D suit la loi binomiale de parametres

n=1500etp=0,02.

a) p(D < 35)=0,799 et p(D = 30) = 0,525.

b) [20; 41]

¢) Non car40 € [20;41].

Lois de probabilite
a densite

A vous de jouer !

1. g est une fonction polynéme donc
continue sur [0 ; 1]. Pour tout réel x, 3x2 = 0.
Donc la fonction g est positive sur [0 ; 1].

1
_[03x2 dx =[x3]) =1 - 03 =1. Donc g est une
densité de probabilité sur [0; 1].
2.
p(X =0,25)= j1 3x2dx
! 0,25
=[x3]) 5 =1 - 0,253 = 0,984 375
075
= [97°3,2
p(0,5< X =<0,75)= Jo,s 3x2dx
1437075 _
=[x3132° =0,753 - 0,53

=0,296 875

(5]

2
2 21 3
E(X)=J0x><0,5xdx:Joixzdx:{%]
o
2 04
"6 6 3

2
V(X)= J.ozxz X O,Sxdx—(gj

2
= Blsgs-2
02
2
(¥t _16_2% 0f 16_2
8), 9 8 8 9 9

1.p(T<%J=% car 20 min =% heure.

7-2 5 1
2= X=/)=——=—=—
Al ) 10-0 10 2
_0+10_,

2
(10-0)2 100 _25

12 12 3

2.E(X)

V(X)=

1. D suit la loi uniforme sur l'intervalle
[24;72].

a)p(X<24)=0

72-48 24 1

b) p(X > 48) = =—==

izt ) 72-24 48 2
24 +72

2.E(X)=—7—-=148
(X) >

Donc en moyenne le colis sera livré en 48 h.

a)p(X<5)=1-e01%5<0,3935
b) p(10 < X < 20) = e 01X10 _ ¢-0,1x20 . 0,086 1
)Py X=16)=py.c (X=6+10)
=p(X = 10) = e 01x10
1
= e’1 =—= 0,367 9.
e
1
0,1

d)E(X)=—=10

1. Soit D la durée de vie. E(D) = 10 d'aprées
Iénoncé. Donc% =10.Donc A=0,1.

2.p(D<4)=1-e014=0,3297

Pys10 X >10+5) =p(X>5) =e 05 =0,6065

1.Joe‘dt:[e‘]2=e°—e"=1—e"

2.0nsaitque lim e* =0.Donc, par soustrac-

x—-%

tion des limites,ona lim 1-e*=1.

x—>—0
3. La fonction exponentielle est continue
est positive sur R, donc en particulier sur
| =]-o0; 0. D’apres les deux questions précé-
dentes, _[I g(t)dt =1.Donc g est une densité de

probabilité sur I.



0
4.p(X>-4)= _[_4e'dt =[e!]?, =el - et

=1-e%4=0,9817

p(Y>1O)=§4:>e“°7‘:§

S -10A= In(z]
5

<:>7»=M=:0,0916
10

DN CEL N
@V(X)—3@ =3

eb-1)2=4b-1=2
oub-1=-2<b=3oub=-1.

D’aprés I'énoncé, b est supérieura 1, donc b=3.

FE AT d'application

1. La fonction f: x — 2 est une fonction
constante positive et continue sur R, donc en
particulier sur I'intervalle I. De plus,

55
[ 2dx=[2x5 =2x55-2x5
=11-10=1

Donc la fonction f est bien une densité de
probabilité sur I.

52
2.p(X €15,1;53]) = [ 2dx = [2x]?
=2x52-2x5,1
=104-102=0,2

55
a) EX) =] 2xdx = [x235 = 5,52 52
=30,25-25=5,25

5,5
55 2x3 |
VOO = [ 2x2dx =525 = [%]
5

_2x55 2x53
T3 3

_ 1331 250 331
T2 3 12
~27,6

b 3 3 3

2
V(X)= j(;ﬁx3 dx - (ﬁj

V2 3
3 3
b)E(X)=_[;Ex2dx:[x?} V2 0 22

3
2

_[x_“]f_ﬁ_ﬂ“_ﬁ_ﬁ_l

laly, 9 4 4 9 9

Q) EX= [ 1dx =[x]f =e -1

e 270 a2 g2
=|xd —e—12={x—} = 2
X '!x e = ) 24 2 2
_e2-1
T2

[53)1.px>02)=1-02=08

2oflex<t)-t 15
3 7 7 3 21

1 1
3.E(X)=—etV(X)=—
(X) 5 (X) =

1.a)p(Y E[0;6]) =p(Y<6) =1 - 046
=1-e2%=0,9092
b) p(Y € [3; +e) = p(Y = 3) =043
=e 20,3012
C) P(Y IS ]1 ; 2[) — e—0,4><1 _ e—0,4><2
=e04_¢08<02210
d)p(YE11;2[U[3;+x[) =e 0% - 08 4 o712
=0,5222
2.py-s(Y>15)=p,_s(Y>5+10)=p(Y>10)

=e 0#10-¢e-4+0,0183
1

3. E(Y)= 0.4 =25

@ @3]
Eaf ) 00
T e ) 2@
H[ c) 10:)®
fE] c) 0s1@®
7@

(108]1.p(T<3)=1-e023=1-e0604512
2.0n cherche le plus petit réel t tel que
p(T<t)>0,95
c'est-a-dire :
1-e702t > 0,95 < e 02t < 0,05
& -0,2t <In(0,05)

In(0,05)

-0,2

ot>

; In(0,05)
-0,2

Donc le temps d'attente minimal est 15 minutes.

(0] 15.

1
3.E(T)= i 5. Donc en moyenne le temps

d’attente entre deux étoiles filantes est
de 5 minutes. En 2 heures, le groupe pour-
ra donc observer 24 étoiles filantes car
24x5min=120min=2h.

A > La fonction g est positive et continue
sur R, donc en particulier sur | = [0 ; 4.

De plus,ona:
-0,5t

53

— -0,5
dt =[-e0>t]x
—-_ e—O,Sx =l e—0,5><0)

=1- e70,5x

On sait que lim -0,5x=-xet lim eX =0,
x—>+00 X—-o

donc, par composition des limites,

lim e 0% =0
x—>+%

Ainsi lim 1-e™%5 =1, Ce qui signifie que
x>+

|, gty =1.

Donc g est une densité de probabilité.
B>1.E(X)=2<:>%=2 = x:%.Doncladensité
de probabilité de la variable aléatoire X est la
fonction définie sur | = [0 ; +oo[ part — %e_%'.

Or cette fonction est la fonction g de la partie A.
2.a)eth)

A y
04
031 \¢
02 3
01
| X
[9) 23 4 6 7 8 9 10

La valeur de A est bien 0,5 car c’est I'ordonnée a
I'origine de la courbe de la fonction g.

3.a)p(1 S X <3)=e 051 _ 053
=e0°-e"°=03834
b) py-; (X=4) =p(X = 1) =05~ 0,606 5

A P 1. Voir cours.
2.P(X<2)=0,05<1-e2=0,05
e =095
< -2A=1In(0,95)
e In(0,95)

~ 0,026

3E(X)=— =385
0,0:.

B»1.PB0<X<50)= @0,025x30 _ 5-0,025%50
=0,186

2. P(X > 60) = e70025%60 ~ 0,223

AP 1.Soit D la durée du trajet.

E(D)=12+28

= 20. Son trajet dure 20 minutes

en moyenne.
2. Elle arrive en retard au lycée si son trajet dure
28-25_ 3
28-12 16
Donc la probabilité qu'elle arrive en retard au

plus de 25 minutes. Or p(D > 25) =

3
lycée est —.
4 16

3. 0n admet que Martha arrive pile a I'heure.

a) Loise ne fera pas attendre Martha si son trajet

dure 15 minutes maximum.

15-12 3

28-12 16’

b) Loise attend Martha plus de deux minutes

si elle met moins de 13 minutes pour arriver

au lycée. D'apres la formule des probabilités

conditionnelles,on a:

Ppo1s(D<13)= p(D<13) _ 13-12 =l‘
p(D<15) 15-12 3

Orp(D<15)=

Corrigés




B » 1. D’apres I'énoncé, p(X = 100) = 0,8. Donc
In(0,8)

e 100k = 0,8 &< -100A=In(0,8) & A=-
100

La valeur approchée de A est 0,002.
2. Py~ 150 X >300) = p(X > 150)
= 0002x150 — o-03 ~ 0,7408

1. Sur le graphique, on peut lire que le
point de la droite d’ajustement d’abscisse 4
(correspondant a 2014) a pour ordonnée 21,2
environ. On peut donc estimer qu'en 2014 le
cinéma a totalisé 21 200 entrées environ.

2. 0n constate que la droite atteint 'ordonnée
24 pour x = 14. Cela correspond a I'année 2024.

@ 1.0n calcule d'abord x =9,8et y =17,4.

§tat'5t'q“‘?5 Valeursx, 5 | 7 | 9 | 12 | 16
a deux variables
Valeursy;,| 27 23 18 13 6
A vous de jouer! :
eearts | 5| 28 |-08| 22 | 62
X-X
1. Voir ci-dessous. ;
284y & Eaarts | o6 | 56 | 06 | 44 | -11,4
26 Ji=Jy
22 X Produit
v I
8 des€earts| . os|-15,68|~048|-9,68|-70,68
6 = 3 (x, =:7))
A —
3 N -7
0O
é La covariance est la moyenne des produits
6 des écarts:
4
5 -46,08-15,68-0,48-9,68-70,68
“ X cov(x, y)= -
0 £ 789 11 13115 17
_T1426_ 155
2. Soit G le point moyen : - 5 -7
_3t7+9+12+13416 _62 ..o La variance de x est la moyenne des carrés des
@ 6 6 ' écarts (x,— x)%:
=t B418+13+13+6 100,45 (-4,8)2+(-2,8)2+(-0,8)2+2,22+6,2
6 6 var(x) = 5
3. Forme rectiligne : les points sont presque 748
alignés. =5 = 14,96

4. Voir ci-dessus.

@ L'équation de la droite d'ajustement est
y=-1,852x+35,804.

Le coefficient de corrélation linéaire est
r=0,99309.

(5]1.

Valeursx; =~ 0 1 2 3

y,=In(y) | 248 | 294 343 | 406

2. On voit sur le graphique ci-dessous que le
nuage de points (x; ; ;) présente une forme
pouvant étre ajustée par une droite.

J

3. Léquation est y'= 0,522x + 2,449.

4.y=In()) & In(y) = 0,522x + 2,449
& y = 052242449

2.0n en déduit que le coefficient directeur de

la droite de régression de y en x est :

ae covx, y) _-28,52
var(x) 14,96

née al'origine b= 17,4 + 1,9064 x 9,8 = 36,08.

Donc I'équation de la droite de régression de y

en xest y=-1,9064x + 36,08.

3.

= -1,9064 et lordon-
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[11]1.

.y o o (=]

o
o
o
o
o
X

2.

x; 30 45 65 | 100
y”.=eyl 3,32 | 7,38 |13,46| 22,2

Xx; 120 | 165 | 200 | 250
y".=e.7i 33,12|40,45| 44,7 |46,99
3.

J o o

o
o
o
o
o
o X

4. '"équation de la droite de régression de y’ en
xesty =0,2137x+ 0,408 3.

Comme y' = &, alors y = In(y). Donc on a
¥=1n(0,2137x + 0,4083).

eExercices (@GIEITAUS:IAEL]

Le graphique @ peut étre ajusté par une
parabole, le graphique 3) par une courbe
exponentielle, le graphique @ par une droite.

Le graphique @ ne présente aucune forme
reconnaissable.

1. Le nuage de points présente une forme
rectiligne « montante », on peut donc I'ajuster
par une droite.

2. Avec la calculatrice, on trouve :
y=0,0556x~4,1508 et r = 0,944.



X 0 1 2 4 6 10

1

¥i=In(y) 45 417 38 3,14 248 1,39

by

o

X

4. L'équation de la droite de régression est
y'=-031x+4,45.

5.9 =In() & y= o & y=e031xH45,

[29] 1. y = 53 x 1 500 - 5 900 = 2 050. Cela
signifie que le chiffre d'affaires est égal a
2 050 000 euros. Donc l'affirmation est vraie.

2.10 millions = 10 000 milliers d'euros. Donc on
résout I'équation 10 000 = 5,3x - 5 900. Ce qui

15900

donne x = =3000. Donc l'affirmation

est fausse car le salaire moyen devrait étre
égal a3 000 €.

Préparer le BAC
O
Q@

2@
e

@ 1. Voir ci-dessous.

2. Le point moyen a pour coordonnées
(2,5;1478).

3. a)y =14,657x + 1441,524

b)

J
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S O
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/6 2 3 4

4. a) 2023 est I'année de rang 9, donc en utili-
sant I'équation de la droite d'ajustementon a:

y=14,657x9+1441,524=1573,437. Ainsi on
peut estimer qu'en 2023 le SMIC brut mensuel
sera d’environ 1573 €.

b) 14,657x + 1 441,524 > 1700

& 14,657x > 258,476 < x> 17,6.

Donc le SMIC brut mensuel pourrait dépas-
ser 1 700 € I'année de rang 18, c'est-a-dire en

L'année 2023 correspond au rang 14. On peut
lire sur le graphique ou calculer :
¥=0,73x14+2,71=12,93. Ainsi en 2023 l'en-
treprise pourrait vendre environ 12,9 millions
de boissons.

Bpi.a)

5% 1 2 3 4 5

f(x) | 261 | 4,04 | 517 | 6,09 | 6,86

X; 6 7 8 9 10

1

8,05|852|894| 93

flx) | 7.5

b) La fonction semble strictement croissante
sur [1;20].

c) flx) =15 - 285 x

3x+20

Or la fonction x — ! est de la forme 1
3x+20 v

avec v(x) = 3x + 20 fonction affine non nulle
et dérivable sur [1; 20] telle que v’(x) = 3.
Ainsi la fonction f est dérivable sur [1 ; 20] :
-3 855

(3x+20)2  (3x +20)2

d) f'(x) est le quotient du nombre positif 855
par (3x+ 20)2 qui est un « carré » donc toujours
positif. Ainsi pour tout réel x de [1; 201, f'(x) > 0.
On peut en déduire que la fonction f est stric-
tement croissante sur [1; 20].

f’(x)=0-285x%

2014 + 18 = 2032. e
1317
A » 1.Voir ci-dessous. 12 -
11
2. a) Avec la calculatrice on trouve I'équation de hn _—
la droite des moindres carrés: y=0,73x +2,71. a —
b) 8
7
1317 6 >
12 - 5
(5] A
10 3|7+
9 V r4
8 % 1
s X
2 + O 12345678 91011121314
1~
j 2. a) f(14) = 10,4. Donc selon ce modéle, en
3 + 2023 on peut prévoir 10,4 millions de boissons
5 vendues.
1 x b) D'aprés le graphique, on remarque que la
0 p 456 7 ) 10111213 14 courbe de la fonction atteint 10,8 en ordonnée

lorsque x = 16. On en déduit que la quantité de
boissons vendues sera supérieur a 10,8 millions
en 2025 (année de rang 16).

Corrigés
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Programmer en Python : TI-83 Premium CE

W@ Application Python
* Pour programmer dans le langage Python ® , on sélectionne le menu apps ) GESTIONNAIRE DE SCRIPTS "N
avec m [msa| puis on choisit I'application Python. Mlaueun soript shargs)

@D Créer un nouveau script
On sélectionne Nouv et on nomme le fichier contenant le futur script (on appelle

«script» un bloc contenant des fonctions ou un programme complet). Exéc | €dit | Nouv [Shell [Gérer
© Remarque : lorsque I'on est dans le menu de départ, on peut ouvrir un fichier existant T T g
en se placant dessus et en sélectionnant Edit. [ #x) | [fenétre| | zoom | | trace |
[ ) Ecrire un SCl'ipt y EDITEUR : DEF

On peut I'écrire intégralement avec le clavier, ou accéder aux raccourcis prévus. Ctl Ops List Type E/S Modul

® En appuyant sur m ., on accéede au catalogue.

On a un acces rapide a une commande en appuyant sur sa premiere lettre.
® On peut avoir un acces encore plus direct aux commandes usuelles en
sélectionnant Fns... avec { # |.

Le menu ci-contre s'ouvre.

Echap

© Remarque : d’'une maniére générale, Echap permet de revenir a I'écran précédent.

- Fonc contient les raccourcis pour les fonctions, def fonction():et return.
- E/S contient les commandes print et input.
- Ops contient les symboles d'affectation = et de condition ==,!=, <, >, etc.

- Ctl contient des raccourcis vers toutes les instructions en lien avec les instructions conditionnelles 1 £, else ainsi que les boucles for
etwhile.

- Module contient les raccourcis pour les modules.
« List contient les raccourcis vers toutes les instructions en lien avec les listes.

 Remarque : on peut utiliser une fonction d’'un autre script présent dans la calculatrice.
Par exemple si le script TEST contient une fonction Fonc, tout script commencant par from TEST import* pourra utiliser la
fonction Fonc.

@ Exécution d'un script
Pour exécuter un script, on appuie sur Exéc.

WD Importation

On peut importer un programme Python (dont I'extension est .py) depuis un ordinateur via TI Connect.



Programmer en Python : NUMWORKS

@ Application Python

Pour programmer dans le langage Python ® , on appuie - ool £
sur la touche O et on choisit I'application Python. mandelbrot.py

polynomial.py

@D Créer un nouveau script

® On se déplace sur Ajouter un script (on appelle «script» Console d'execution
un bloc contenant des fonctions ou un programme
complet) avec la fléche vers le bas puis on valide.
On nomme le fichier puis on valide.

Quand on sélectionne un fichier créé puis que l'on valide,
on obtient I'écran ci-contre dans lequel le module math L from math import =

est déja importé (on peut l'effacer avec la touche (& )
si on le souhaite).

WD Ecrire un script

On peut l'écrire intégralement avec le clavier, ou accéder
aux raccourcis prévus.

L from math import =

On appuie sur (& ), et on accéde au menu ci-contre. Bouclsslatitanta
° Le sous-menu Catalogue contient la plupart des Hodules
commandes usuelles.

(© Remarque : on a un accés rapide a une commande - Catalogue

en appuyant sur sa premiere lettre.
Fonctions

* Le sous-menu Boucles et tests contient des raccourcis
vers toutes les instructions en lien avec les instructions conditionnelles i f, else et les conditions
==, <, > etc. (dans Boucles et tests>Conditions) ainsi que les boucles for etwhile.

* Le sous-menu Modules contient des raccourcis vers les instructions d'importations et de commandes
des modules usuels, en particulier les modules math et random.

* Le sous-menu Fonctions contient les commandes def fonction(x) et return.

@ Exécution d'un script

En face du nom du fichier,ily aune case .. quipermet

d’ouvrir le menu ci-contre permettant d'exécuter, Renomme r
renommer ou supprimer un script.

© Important : si Importation auto dans la console est
sélectionnée, le script sera automatiquement lancé si vous allez Supprimer le script
dans la console d'exécution et vous pourrez utiliser les fonctions

apparaissant dans ce script depuis la console

Executer le script

Importation auto dans la console

(elles sont toutes répertoriées dans un menu qui s'affiche avec la touche /.,,_a,\)

@D Importation

On peut importer un programme Python (dont I'extension est .py) depuis un ordinateur depuis le site
de NUMWORKS.



Les ressources numeériques

Un accés simple a vos ressources
Par lien-mini dans le manuel papier « En un clic dans le manuel numérique

@D Des vidéos de déemonstration

LIMITE DES SOMMES DES TERMES D'UNE SUITE GEOMETRIQUE

PROPRIETE: ~Joient 4 entien matunel | q mombrenicl dons [04[ & lr u_]ﬂ‘ o e aute %imtﬁ&rlm de ndieem q
b Ru.n kouk embien -1-.1lwl. m Al qua m Y 4 fon o —— somlac de bermes
L < (4= g\ doneka
\? &) u_r_d _.u.rno- cra = 5 | T
Y ML X suidwi

T (] A e, s
5 (uf » _:Th E -uT T _T [ { 4 demensin alion I

DEMONSTRATION whomme

1 «ta a um nlion Mnklu.i t(.l IJ11-IAL s ‘

suile growiliiqus de naison q , alens y L
N o T | « Domms ¢ :.d:.unt'&-mhl_'d-l-LD (.1 T o, ek ume

| suile c}i’um’l' e de Limite nullle [DET#%0]
fn opin Eono sun Le- Jiwites on dlifieat donc, d' o Iﬂ}.'(r‘]

; ] f 5
Epm. [ang # -~ 4 "‘;I = Aim Al
I -t gy g - A=

\:Ju___rv M, =M

« Oncalade

Découvrez les 13 démonstrations

du programme:

® Les idées pour comprendre Démonstration
les grandes lignes. lienminifr/maths-c01-04  [a]

* Toutes les étapes commentées.

@D Des vidéeos declenchantes

Baie de Somme : 80% de poissons en moins

Découvrez les 9 chapitres
avec des vidéos illustrant
un probléme mathématique.

© VIDEO WEB

Distribution : la rupture de stock
lienmini.fr/maths-c01-01

[t E

L'Institut frangais de recherche pour I'exploitation de la mer révéle dans une
étude que le nombre de poissons a diminué de 80% en baie de Somme en vingt-
cing ans. Certaines espéces sont plus particuliérement touchées.

@D €En plus
® Tous les exercices de Calculs et automatismes sous forme de diaporama avec corrigés.

® Tous les QCM de Se tester en version interactive.
® Tous les fichiers TICE.



Programmer en Python : CASIO GRAPH 90+€

@ Mode Pljth on %ﬁ:sh!s;t:fs OctetsLibres

mCAS IO

Pour programmer dans le langage Python # , on appuie
sur latouche | menu | et on choisit 'application Python (H).

@ Créer un nouveau script

On sélectionne NEW et on nomme le fichier contenant le futur script (on appelle «script» un bloc
contenant des fonctions ou un programme complet).

Remarques : lorsque l'on est dans le menu de départ, on peut ouvrir un fichier existant en se plagant
dessus et en sélectionnant OPEN.

WD Ecrire un script
On peut I'écrire intégralement avec le clavier ou utiliser les raccourcis prévus.
° En appuyant sur 'LSHIFLJ 4 | onaccéde au catalogue.

atalogue [P ]

pow(,
print()
raise
randint(,)
random()

On a un acces rapide a une commande en appuyant sur sa premiere lettre.
En sélectionnant CAT avec @ on obtient un menu plus spécifique.

élection catégorie
m: !—!n

u
3:math
4
5

:random
:Symboles

=M

Remarque : dans 2:Built-in, on trouve le raccourci def:return permettant d'écrire rapidement la structure
des fonctions.

® On peut accéder encore plus rapidement a certaines commandes en utilisant le menu de bas décran :

NP RUDSIEPEEED ESa)_ B ) | et (en appuyant sur @) [COMMANDIOPERAT] JUMP JSEARCH .

- SYMBOLE et/ou CHAR contiennent la plupart des symboles utiles, en particulier «:», «“», «=»,
«<», «>», etc.

- COMMAND contient des raccourcis vers toutes les instructions en lien avec les instructions
conditionnelles if, else (les symboles de condition !=, < et >, etc. sont dans OPERAT)
ainsi que les boucles for etwhile.

Remarque : on peut utiliser une fonction d’un autre script présent dans la calculatrice.
Par exemple si test.py contient une fonction Fonc, tout script commencgant par from test import*
pourra utiliser la fonction Fonc.

@ Exécution d'un script
Pour exécuter un script, on appuie sur RUN.

@ Importation

On peut importer un programme Python (dont I'extension est .py) depuis un ordinateur en branchant
la calculatrice en USB et copiant/collant le programme.



O PYTHON EE

Mon espace Python smiisimaecon SHERE

Un accés en ligne a tous les programmes Python @ du manuel.

Sélectionner D
l'activité

ou l'exercice
du manuel. a3 p. 36 - PYTHON - Développer comme des pros

&

Enregistrer ——y

Mon espace Pythone®
Maths T'* Complémentaires (2020) - Manuel

D trinket > €

le programme. <> maingy
1 3 3
;
]
:
s
Afficher, o v
modifier, — 3
compléter le i SR il St
programme. —

= sywb [ random. romcimt (8, 3)1)

= Exécuter le
programme.

Result W Instructions

& Afficher les
résultats du
programme.

Programmer en Python : EDI

Un EDI (Environnement de Développement Intégré) est un logiciel permettant déditer un script
(fichier texte d’extension .py pour Python), d'exécuter les instructions qu'il contient et de chasser

et corriger des erreurs.

B Fdcrptor - ol

Fibies dlion Rahohe Afihage e Esione Oui e | WM 8 S 0| eherhe [ 4] ol oEXplOI’ateurS
Moimbcis. JAEB S XD0 & B0 P BHE LY. I EFE Y .
xphoratn o hotetrs au | 1a = 2 de fichiers
G: 0 i#1%e[¥) N
2print(a) pour chercher et ouvrir
B Decwnents « 3b=a*2 . .
it - 4print(b) un script existant
P
s L. 3
ST €) ;
1. prineic) © Editeur de textes
X 4]
pour chercher et ouvrir
un script existant
|2 = 3
Camcte Fythan "

#+% python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul

wind2, ***
233

*** Console de processus distant Réinitialisée ***

253
2
4
Traceback (most recent call last):
File "¢string>”, line 420, in run_nodebug
File “<module1>, line 6, in <module>
NameError: name "c' is not defined

5 2016, 14:56:58) [MSC v.1680 32 bit (Intel)] on

pour interagir
directement avec le
moteur Python et
voir les résultats de
I'exécution

(3] [ irctrer °

* Installation personnalisée : le moteur Python https://www.python.org/downloads/, les bibliothéques utiles
(exemple : matplotlib), un EDI (exemple : PyScripter).

* Installation Tout en un : EduPython spécialement concu pour I€ducation. https://edupython.tuxfamily.org/.




Le numeérique avec Sesamath

[oexo 4 Les rendez-vous

Prérequis

WD Des parcours différenciés mnimssse SESAMALH

Des parcours différenciés de réinvestissement des prérequis.
* Des conseils sont proposés en cas d'erreur.

® Les exercices proposés s'adaptent a votre niveau.

® Chaque exercice est corrigé.

7 Primitive d'une fonction mondme.

La fonction f'est définie sur R parj{x) = —61°,
On demande de donner la formule d'une primitive F de fsur R.
Appuyer sur la touche Entrée ou cliquer sur le bouton OK.

Flx)= -2

On sait que, i n € N, une primitive sur R

de la fonction u définie par u(z) = 2"
eﬂhﬁnmﬂmﬂd!ﬁnhparﬁ(e}-&:’“
Une primitive de f sur R est donc F définie par
Flz) = 6% %,-=_,,-

Anoter : f admet une infinité de primitives G sur R

de la forme G(z) = ~22° + k,
avec k constante réelle.

[CExo 4 Les rendez-vous

Prérequis ==
- Des exerciseurs leminifimatsc06-03 Sesamath
Des exerciseurs portant sur les méthodes essentielles du programme.
® Des conseils sont proposés en cas d'erreur.
® Chaque exercice est corrigé.
* Les parametres de I'exercice sont renouvelés a chaque ouverture afin de pouvoir faire des gammes.

7 Calouler une aire

'On demande de calculer, en unités daire, Faire 5 du domaine rose dans la figure ci-dessous,

1l est possible d'écrire des i dhutiliser des primity chets et les variables
peuvent étre X ou I

Le résultat doit étre donné sous une forme la plus simple possible, son factorisée, sans exposant négatif.
Appuyer sur la touche Entrée pour valider toutes les étapes, puis sur le bowton OK aprés la réponse finale pour
walider.

Le calcul est bon mais pas
écrit sous la forme demandée.

Essaie encore |

s=[]

[ x| e [in] £0 [0 |
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